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Povzetek
V delu predstavimo preprost teoretični model limitinih oblik ograjenih veziklov.
Najprej vpeljemo približek tesne ograditve, v sklopu katerega razdelimo vezikel
na osnovne gradnike. Predstavimo ključne parametre, pojasnimo vpliv polnilnega
razmerja in izpeljemo analitičen izraz za upogibno energijo. Z geometrijsko ana-
lizo utemeljimo razlike med oblikami in pojasnimo, zakaj nekatere ne nastopajo v
faznem diagramu. Izračunamo območja stabilnosti posameznih oblik in razložimo
hierarhijo, ki je bila opažena v eksperimentih. Predstavimo tudi analogijo med
prostimi in ograjenimi vezikli ter vlogo polnilnega razmerja kot parametra limite.
Ključne besede: ograjeni vezikli, polnilno razmerje, približek tesne ograditve,
teorija ADE.
Abstract
We present a simple theoretical model of limiting shapes of confined vesicles. Wi-
thin the tight confinement approximation, confined vesicle shapes are decomposed
into geometrically simple building blocks . We introduce the key parameters and
describe the effect of packing fraction. Analytical expressions for bending energy
of the vesicle are derived. A geometrical analysis is used to describe the differen-
ces between the shapes. Regions of stability of various shapes are computed and
the experimentally observed shape hierarchy is explained. Also discussed are the
analogy between free and confined vesicles and role of packing fraction as limiting
parameter.
Keywords: confined vesicles, packing fraction, tight confinement approximation,
ADE theory.
PACS: 82.70.Uv, 87.16.D, 87.14.Cc, 87.10.Pq, 87.15.ad
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Poglavje 1
Uvod
Osnovna enota življenja je celica, ki jo ograjuje celična membrana [1]. Membrana je
kompleksna struktura, katere osnova je fosfolipidni dvosloj z vgrajenimi različnimi
beljakovinami in drugimi makromolekulami. Celična membrana varuje celico pred
okoljem, saj je selektivno prepustna. Manjše molekule (npr. voda) lahko spontano
prehajajo skozi membrano; večje molekule (beljakovine, ioni s hidratacijskim ovo-
jem, . . . ) lahko prehajajo skozi membrano samo skozi temu namenjene kanale [1].
Membrane zagotavljajo prostorsko ograditev, nujno za normalen potek celičnih
procesov [1, 2]. Mnogi celični organeli temeljijo na prostorski zamejitvi od pre-
ostanka celice (slika 1.1). Zamejitev je potrebna, saj so nekateri celični procesi
Slika 1.1: Zgradba celice: jedrce (1), jedro (2), ribosomi (3), vezikel (4), zrnati en-
doplazmatski retikulum (5), Golgijev aparat (6), citoskelet (7), gladki endoplazmatski
retikulum (8), mitohondrij (9), vakuola (10), citosol (11), lizosom (12), centriola s cen-
trosomi (13) in celična membrana (14) [3].
[npr. razgradnja proteinov (proteoliza), ki poteka v lizosomih] nevarni za preosta-
nek celice. Večina organelov ima eno membrano [npr. vakuola, Golgijev aparat,
endoplazmatski retikulum (slika 1.1)]; primer organela z dvema membranama je
mitohondrij (slika 1.2) [1].
V mitohondriju evkariontska celica preko elektronske prenašalne verige sinte-
tizira molekule adenozin-trifosfata (ATP), ki so energijska “enota” celice [1, 5, 6].
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Slika 1.2: Mitohondrij, posnet z elektronskim mikroskopom. Opazimo mnoge membran-
ske uvihke. Natančna oblika iz prereza ni vidna [4].
Mitohondrij je pomemben del celičnih signalnih poti, ki vplivajo na dinamiko celič-
nega metabolizma, razvojnega cikla, protivirusnega delovanja in celične smrti [7].
V mitohondriju poteka tudi oksidacija maščobnih kislin in presnova določenih ami-
nokislin [6]. Domnevamo, da je spremenjeno delovanje mitohondrija povezano s
staranjem, saj so zaradi povečanja števila mutacij mitohondrijske DNK opazili
zgodnejše staranje laboratorijskih živali [6]. Mitohondrij je izredno pomemben or-
ganel; njegove strukturne in funkcionalne lastnosti so predmet mnogih biofizikalnih
in biokemijskih raziskav. Učinkovito in pravilno delovanje mitohondrija je nujno
potrebno za preživetje in razvoj posamezne celice in celotnega organizma. Ni torej
presenetljivo, da so patološka stanja mnogokrat povezana z neobičajno morfologijo
mitohondrija [5, 6]. Pri Barthovem sindromu je okrnjena sinteza membranskih fos-
folipidov mitohondrija, kar povzroči fragmentacijo tega organela [6, 8]. Podobnih
primerov, pri katerih sta patološko spremenjeni delovanje in morfologija mitohon-
drija, je izredno mnogo.
Mitohondrij ima notranjo in zunanjo membrano [6]; notranja membrana ima ve-
čjo površino kot zunanja in je močno nagubana (sliki 1.2 in 1.3) [1]. Tipični premer
mitohondrija je 0.1-0.5 µm, dolžina pa 1-2 µm [10]. Uvihke notranje membrane
imenujemo kriste [angleško cristae (slika 1.3)]. Morfologija mitohondrija je zelo
raznolika in odvisna od celice, v kateri se nahaja, okolja, razvojne stopnje celice in
morebitnega patološkega stanja [6]. V obe membrani so vgrajene različne beljako-
vine, ki imajo tako strukturno kot funkcionalno vlogo [1, 6]. Funkcionalni proteini,
ki so vgrajeni v notranjo membrano, so zvečine povezani z elektronsko prenašalno
verigo (protein ATP sintaza), manjše število struktur pa je povezanih s sintezo mi-
tohondrijskih beljakovin (ribosomi) [10]. Kriste so lahko ploskovite ali tubularne in
12
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ATP sintaza
krista
zunanja membrana
notranja membrana ribosom
mitohondrijska DNK
Slika 1.3: Shema mitohondrija prikazuje osnovne gradnike tega organela: notranjo in
zunanjo membrano, uvihke notranje membrane (kriste), ATP sintazo, ribosome in mito-
hondrijsko DNK. Prirejeno po viru [9].
so posledica večje površine notranje membrane ter strukturnih proteinov v mem-
brani [6]. Natančen mehanizem nastanka krist še ni znan; zdi se verjetno, da imajo
mehanske lastnosti fosfolipidne membrane pomembno vlogo znotraj mehanizma.
1.1 Agregati amfifilnih molekul
Fosfolipidi so amfifilne molekule, ki imajo hidrofilno glavo in hidrofoben rep [11, 12].
V primeru fosfolipidov je glava polarna in zato je energijsko ugodno, da je v stiku
z vodo. Glava in rep sta povezani s fosfatom PO4, odkoder izhaja ime fosfolipidi.
Glava je manjša od repa in redko kompleksno zgrajena (slika 1.4) [2]. Rep je
sestavljen iz nepolarnih lipidov [1, 2, 12]. Pri fosfolipidih, ki jih najdemo v bioloških
holin etanolamin glicerol serin
Slika 1.4: Primeri polarnih hidrofilnih glav, ki jih pogosto najdemo v fosfolipidih celičnih
membran [2].
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membranah, je ena maščobna kislina nasičena in ima samo enojne vezi, medtem
ko ima druga tudi eno ali več dvojnih vezi [2]. Nasičena maščobna kislina teži
k urejeni in bolj togi strukturi, nenasičena maščobna kislina pa k bolj razurejeni
zgradbi. V bioloških membranah za dodatno kompaktnost poskrbijo strukturni
proteini in steroli [1, 2]. Posledica nenasičenosti je tekočinska narava membrane.
Zaradi dvojne narave amfifilnih molekul se te spontano uredijo v agregate, ko
so postavljene v topilo. Struktura agregatov je odvisna od koncentracije, kemij-
ske zgradbe in geometrije amfifilov [2, 11]. Pri analizi možnih vrst agregatov si
pomagamo z geometrijskim parametrom
K = va
`hca0
, (1.1)
kjer je a0 površina glave, `hc dolžina repa in va prostornina amfifila (slika 1.5) [13].
Amfifili z enojnim repom in široko glavo, ki imajo K ≤ 1/3, tvorijo micele (sliki 1.5a
in 1.6a). Amfifili, ki so manj izrazito stožčasti in imajo 1/3 ≤ K ≤ 1/2, tvorijo
cilindrične agregate (slika 1.5b). Cilindrični amfifili s K > 1/2, kjer sta glava in
rep primerljiva, tvorijo dvosloje (sliki 1.5c in 1.6a). Amfifili z majhno glavo tvorijo
invertirane micele (slika 1.5d). Dvosloj je pogosto zaključen sam vase, saj tako
hidrofobna notranjost dvosloja vzdolž roba ni v stiku z vodo. Zaključen dvosloj
imenujemo vezikel (slika 1.6b).
(c) (d)(a) (b)
Slika 1.5: Štirje geometrijski razredi agregatov amfifilov: sferična micela (a), cilindrična
micela (b), dvosloj (c) in invertirana micela (d). Površina glave je označena z a0, dolžina
repa z `hc. Prirejeno po članku [2].
Morfologija veziklov je zelo bogata (slika 1.7). Eksperimentalno so opazili
mnogo različnih oblik, ki se razlikujejo po številu uvihanih in izvihanih struktur,
topoloških lastnostih in sami geometriji.
14
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micela
dvosloj
Slika 1.6: Sferična micela je agregat amfifilov s K ≤ 1/3 [enačba (1.1)]; membrano
sestavljajo amfifili s 1/2 ≤ K ≤ 1 (a) [12]. Zaključena membrana je lahko različnih oblik
in velikosti (b); razumljivo je, čemu lahko obravnavamo steno kot tanko v primerjavi z
značilno dolžino vezikla. Slika (b) je bila posneta s fazno-kontrastnim mikroskopom.
Slika 1.7: Vezikli so lahko zelo različnih oblik: stomatocit (a), diskocit (b), trikotna obla-
tna oblika (c), stomatocit z evaginacijo (d), hruška (angleško pear) (e), sfera z evaginirano
manjšo sfero (f) in cigara (g) [14]. Bela daljica predstavlja dolžino 5 µm.
1.2 Geometrijski parametri
Za kvantitativno razlikovanje med posameznimi vezikli potrebujemo ustrezne fi-
zikalne parametre. V eksperimentih so opazili vezikle zelo različnih velikosti; od
10 nm (mali fosfolipidni vezikel, angleško small phospholipid vesicle) do 10 µm
[orjaški fosfolipidni vezikel, angleško giant phospholipid vesicle (slika 1.6b)] [15].
Kljub velikemu razponu velikosti za vsak vezikel velja, da je njegova prostornina
V navzgor omejena s prostornino krogle pri ravnovesni površini vezikla A, saj je
krogla telo z največjo prostornino pri dani površini. S površino vezikla definiramo
značilno dolžino
Rs =
√
A
4pi
, (1.2)
ki je polmer krogle s površino A (slika 1.8). S tem lahko uvedemo reducirano
prostornino
v =
V
4piR3s/3
∈ [0, 1], (1.3)
15
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Slika 1.8: Leva stran prikazuje prerez sferičnega vezikla. Desna stran prikazuje osno-
simetričen vezikel, kjer je Rm glavni polmer (njemu pripadajoča glavna ukrivljenost
C1 = 1/Rm). Predznak glavnega polmera Rm je definiran tako, da je pozitiven, na
konveksnih delih membrane in negativen na konkavnih delih. Oba sliki prikazujeta she-
matsko zgradbo lipidnega dvosloja, pri čemer je njegova debelina označena s h. Puščice
označujejo relativni premik posameznih fosfolipidnih molekul, ko se membrana ukrivi [15].
kjer doseže v vrednost 1 v primeru sferičnega vezikla. Reducirana prostornina
pove, kako izkoriščena je površina za zajetje prostornine oziroma kako “izpraznjen”
je vezikel. Pri reducirani prostornini v < 1 imamo lahko več različnih oblik z istim
v. Potrebujemo dodatni kriterij za razlikovanje med posameznimi veskli, ki bo
vseboval več informacije o obliki. Čeprav obravnavamo fosfolipidni dvosloj vezikla
kot tanek (tipična debelina membrane vezikla je h ≈ 4-5 nm [2, 15]), tako da je
značilna velikost vezikla mnogo večja od debeline lipidnega dvosloja, igra debe-
lina membrane h pomembno vlogo (slika 1.8). Zaradi neničelne debeline lipidnega
dvosloja imata lahko monosloja različni površini. Razliko površin ∆A izračunamo z
∆A = 2h
∮
HdA, (1.4)
kjer je integracijsko območje celotna površina vezikla,H = (C1+C2)/2 je povprečna
ukrivljenost, C1 in C2 pa sta glavni ukrivljenosti (slika 1.9). Tako definirana količina
je odvisna od velikosti vezikla – za lažjo primerjavo med različno velikimi vezikli
uvedemo reducirano razliko površin
∆a =
∆A
8piRsh
=
1
4piRs
∮
HdA, (1.5)
ki zavzame vrednost 1 v primeru sferičnega vezikla. Za razliko od reducirane pro-
stornine v reducirana razlika površin ∆a ni omejena.
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Slika 1.9: Ploskev v prostoru lokalno opišemo z glavnima ukrivljenostima C1 = 1/R1 in
C2 = 1/R2. Normala ploskve je označena z n [12].
1.3 Elastična energija membrane
Posamezni monosloj amfifilne membrane je 2D tekočina. Amfifilne molekule se zato
lahko prosto prerazporedijo znotraj posameznega dvosloja, da je energija razpore-
ditve najmanjša. Zaradi tekoče narave dvosloj ne prenaša strižnih obremenitev.
Površina dvosloja se lahko poveča in ustrezna elastična energija znaša
Wa =
K
2A
(A′ − A)2, (1.6)
kjer je K površinski razteznostni modul, A′ in A pa površina membrane in ravnove-
sna površina. Tipična vrednost konstante K je 50kBT/nm2 [16]. Prispevek postane
pomemben takrat, ko prostornina vezikla preseže 4piR3s/3 (denimo zaradi hipoto-
ničnega okolja, ki povzroči vdor topila v vezikel), saj se takrat veziklu membrana
poveča [15]. Ko je V < 4piR3s/3, je energijsko ugodnejša upogibna deformacija
membrane kot sprememba njene površine.
Upogibno energijo membrane v Helfrichovi teoriji [15, 16] opišemo z
W ′b =
kc
2
∮
(C1 + C2 − C0)2dA+ kG
∮
C1C2dA, (1.7)
kjer je kc lokalna upogibna konstanta, C0 spontana ukrivljenost in kG Gaussova
upogibna konstanta. Tipična vrednost obeh upogibnih konstant je 10−19 J [12, 17].
Gaussov člen
∮
C1C2dA je konstanten za vse oblike, ki so si topološko enake, kar
je posledica Gauss-Bonnetovega teorema [15]. Njegova vrednost je za neko obliko
enaka kG4pi(nc − nh), kjer je (nc − nh) topološka invarianta; nc je število medse-
boj povezanih delov in nh število ročajev oblike [11]. Če se topologija vezikla ne
spreminja, člen izpustimo. Upoštevamo ga, ko se spreminja številov veziklov (torej
17
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pri zlivanju veziklov) [15]. Tu obravnavamo vezikle, ki so topološko enaki krogli in
zato Gaussov člen izpuščamo. Spontana ukrivljenost C0 je lastnost membrane.
V tem delu obravamo vezikle brez spontane ukrivljenosti, tako da je C0 = 0
in je
Wb =
kc
2
∮
(2H)2dA, (1.8)
kjer je H povprečna ukrivljenost. Energijo umerimo z upogibno energijo sferičnega
vezikla. Povprečna ukrivljenost sferičnega vezikla je v vsaki točki H = 1/R (R
je polmer sfere), odkoder sledi upogibna energija sfere W ◦b = 8pikc. Reducirana
upogibna energija, umerjena z W ◦b , je
wb =
1
8pikc
kc
2
∮
(2H)2dA =
1
16pi
∮
(2H)2dA. (1.9)
Do sedaj navedeni izrazi ne upoštevajo, da je membrana iz dveh monoslojev, katerih
lastnosti niso nujno enake. Posamezni monosloj ima določeno število amfifilov,
katerim pripišemo lastno površino a0 [17], tako da je ravnovesna razlika površin
enaka
∆A0 = (N
+ −N−)a0, (1.10)
kjer sta N± števili amfifilnih molekul v posameznem monosloju. Tipična površina
fosfolipida v biološki membrani a0 je 0.4-0.7 nm2 [2]. Ravnovesna razlika površin je
lastnost membrane, ki izvira iz razlike števila amfifilnih molekul v obeh monoslo-
jih. Amfililne molekule le stežka preskočijo v drugi monosloj; tipičen čas preskoka
amfifilov je od nekaj ur do nekaj dni [15, 18] in zato privzamemo, da se ravnovesna
razlika površin ne spreminja. V primeru upognjene membrane lahko razlika površin
∆A [enačba (1.4)] odstopa od ravnovesne razlike površin ∆A0 [enačba (1.10)], kar
poveča energijo membrane [15, 19]. Posamezni monosloj je raztegnjen glede na dru-
gega v globalnem smislu, kar vodi do nelokalne elastičnosti (angleško area difference
elasticity – ADE1; kratico bomo zaradi uveljavljenosti uporabljali v nadaljevanju).
Energija membrane se zato poveča za
Wr =
kr
2Ah2
(∆A−∆A0)2, (1.11)
kjer je kr nelokalna upogibna konstanta [19]. Z uvedbo reducirane nelokalne upo-
gibne konstante
q =
kr
kc
(1.12)
1Zavedajoč se pomena rabe in uvajanja strokovne terminologije v slovenščino smo v tem delu
naleteli na več jezikovnih dilem. Slovenska izraza model sklopljenih plasti in teorija nelokalne
upogibne elastičnosti sicer ustrezno povzemata vsebino angleških fraz bilayer-couple model in
area-difference-elasticity theory, vendar ju uporablja zelo omejeno število govorcev, poleg tega pa
sta iz angleščine izhajajoči kratici BC in ADE v strokovni javnosti precej uveljavljeni. Zato tu
najpogosteje uporabljamo ti dve kratici, npr. v frazi “fazni diagram BC” namesto daljše slovenske
inačice “fazni diagram v modelu sklopljenih plasti”. Podobno pri imenih limitnih oblik ograjenih
veziklov uporabljamo angleške izraze oziroma kratice, kjer na karseda strnjen način povzemajo
bistvo izbrane oblike.
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zapišemo celotno reducirano energijo vezikla
w =
Wb +Wr
8pikc
=
1
16pi
∮
(2H)2dA+ q(∆a−∆a0)2, (1.13)
kjer smo upoštevali definicijo reducirane razlike površin [enačba (1.5)] in
∆a0 =
∆A0
8pihRs
. (1.14)
Tipična vrednost reducirane nelokalne upogibne konstante q je med 2 in 3 [15,
19, 20]. Stabilna oblika ima najnižjo energijo pri danem v in ∆a0. Potek energije
vezikla in reducirane razlike površin ∆a je na sliki 1.10. Reducirana razlika površin
Slika 1.10: Potek reducirane energije vezikla pri v = 0.53 (a; prirejeno po članku [19]).
Prekinjena črta prikazuje potek upogibne energije wb(∆a) s q = 0. Celotna energija je
narisana s krepko črto pri q = 2 in s tanko pri q = 3. Transformacijo vezikla od spremembi
∆a0 prikazuje slika (b): stomatocit → sploščeni stomatocit → diskocit → cigara.
je lastnost oblike, medtem ko je ∆a0 lastnost membrane. Na sliki 1.10 opazimo, da
večje vrednosti q zmehčajo prehode med oblikami. V limiti q →∞ potek ∆a(∆a0)
opišemo z linearno funkcijo. Obliko z najnižjo energijo lahko poiščemo z reševanjem
enačbe
dwb
d∆a
+ 2q(∆a−∆a0) = 0. (1.15)
Ko gre razmerje q →∞, dobimo ∆a(∆a0)∞ = ∆a0. Limito velikega q imenujemo
model sklopljenih plasti (angleško bilayer couple model – BC; kratico bomo zaradi
uveljavljenosti uporabljali v nadaljevanju) [15, 21].
V modelu sklopljenih plasti opišemo vsako obliko z reducirano prostornino in
reducirano razliko površin [15]. Stabilna oblika v dani točki (∆a, v) ima najnižjo
upogibno energijo [enačba (1.9)]. Za zvezen opis transformacij med oblikami po-
trebujemo natančno parametrizirane oblike. Kljub temu lahko veliko izvemo o
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območjih stabilnosti z analizo limitnih oblik, ki jih sestavimo iz preprostih geome-
trijskih objektov, kot so krogelni ali ravni odseki. Primer faznega diagrama BC
limitnih oblik prostih lipidnih veziklov je prikazan na sliki 1.11. V eksperimentih
opazimo mnoge oblike, ki jih lahko umestimo v fazni diagram BC (sliki 1.11 in
1.12). Pri tem nam fazne črte limitnih oblik služijo kot opora.
Slika 1.11: Fazni diagram BC v režimu sklopljenih plasti prikazuje dosegljiva območja
posameznih oblik. Prikazane oblike so sfera z dvema sferičnima invaginacijama (a), stoma-
tocit (b), sfera z eno manjšo evaginacijo (brstom) (c), sfera z dvema manjšima sferičnima
evaginacijama (d), sfera z dvema večjima sferičnima evaginacijama (e) in sfera z verižico
manjših sfer (f) [15]. Oštevilčene točke prikazujejo ocenjeno lego oblik s slike 1.12.
1.4 Ograjeni vezikli
Naravno vprašanje je, ali lahko s podobnim formalizmom opišemo ograjene ve-
zikle, t.j. vezikle znotraj votline, ki je lahko bodisi toga bodisi gibka. Ograjeni
vezikli so najpreprostejši model dvomembranskega organela. Intuitivno se zdi, da
lahko s pakiranjem vezikla v votlino primerljive prostornine in manjše površine
izzovemo uvihanje membrane v kristam podobne strukture [22]. Ograjeni vezikli
so za eksperimentalno delo svojevrsten izziv, saj do sedaj še ni bil razvit učinkovit
postopek za načrtno zajetje vezikla znotraj drugega. Zato je razumljivo, da so
ograjene vezikle precej bolj obširno preučevali z numeričnimi simulacijami kot z
eksperimenti [22, 23].
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Slika 1.12: Eksperimentalno opažene oblike lipidnih veziklov, katerih koordinate (∆a, v)
so označene na sliki 1.11 [15]. Opazimo lahko, da so oblike veziklov zelo raznolike. Med
vezikli (1)-(4) si lahko predstavljamo zvezno transformacijo, pri kateri se stomatocit (1)
postopoma izravna in preide v diskocit (4). Na podobne način si lahko predstavljamo
prehod med prolatno obliko (5) in hruško (8); najprej se pojavi plitev zažemek, ki se
poglobi in na koncu preide v vrat, ki povezuje dva sferična dela. Vezikli (13)-(16) so
limitnih oblik.
Prvo teoretično študijo na tem področju so izvedli Kahraman in sodelavci [22].
Omejili so se na togo ograditev, kar je dober približek vezikla znotraj drugega, v ko-
likor je zunanji vezikel sferične oblike. Takrat je stena zunanjega vezikla praktično
toga [enačba (1.6)]. Približek je tem manj upravičen, čim bolj se votlina razlikuje
od sfere. Kahraman in sodelavci so se oprli na Helfrichov izraz za upogibno energijo
membrane [enačba (1.7)]. Začetne simulacije so izvedli za primer vezikla v sferični
votlini. Parametra simulacije sta polnilno razmerje2
η =
V
V0
(1.16)
2Tu zaradi skladnosti s preostankom besedila uporabljamo drugačne oznake za polnilno raz-
merje kot v članku [22].
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in relativna površina
a =
A
A0
, (1.17)
kjer sta A in V površina in prostornina ograjenega vezikla ter A0 in V0 površina in
prostornina votline.
Opazili so, da se membrana invaginira, čim je a > 1. Na globino invaginacije
pri stalnem polnilnem razmerju vpliva relativna površina a [enačba (1.17)]. Pri
majhnih vrednostih a je oblika osnosimetrična (slika 1.13a). Pri večjih vrednostih
se simetrija zlomi in za vezikel postane značilna elipsoidna invaginacija; nadaljnje
povečanje relativne površine vodi v deformacijo invaginacije v stomatocitno obliko
(sliki 1.13a in b).
Slika 1.13: Stabilne oblike ograjenega vezikla pri η = 0.8 [22]. Pri a = 1.2 so opazili
obliko, ki spominja na skodelico (angleško cup shape) in je bila opažena tudi v primeru
prostih veziklov (a). Ob povečanju površine membrane se invaginacija poglobi in dodatno
deformira (b: a = 1.5; c: a = 1.6). Barve predstavljajo gostoto upogibne energije, kjer
modra označuje majhno in rdeča veliko vrednost.
V primeru osnosimetrične oblike (slika 1.13a) so opazovali vpliv spontane ukri-
vljenosti C0 [enačba (1.7)] na obliko ograjenega vezikla (slika 1.14) in pokazali, da
določa predvsem obliko invaginacije. Numerična analiza je dala tudi t.i. dvojno
stomatocitno obliko [23], ki je bila eksperimentalno opažena pri mitohondriju, pri
katerem so izzvali nekontrolirano rast površine notranje membrane (slika 1.15).
O celoviti študiji ograjenih veziklov poroča članek [23], v katerem so opisani eks-
perimenti z umetnimi vezikli in podrobni rezultati numeričnih simulacij. Enokom-
ponentne vezikle iz amfifilnih molekul DOPC (1,2-dioleoil-sn-glicero-3-fosfoholin,
slika 1.16) so pripravili s t.i. metodo ponovne hidracije (angleško gentle hydration
method) [23, 24]. Vezikle obarvali z rdečim barvilom (Texas Red) in jih opazovali s
hitrim konfokalnim mikroskopom. Večina veziklov je spontano tvorila sferične ozi-
roma cevaste oblike, v nekaterih primerih pa se je znotraj vezikla ujel drugi vezikel.
Zajetje je bilo popolnoma naključno, kar je glavna težava eksperimentalne metode.
Raziskovalci so se osredotočili na vezikle, zajete v drug vezikel sferične oblike, pri
čemer sta bila volumna obeh le malo različna (slika 1.17). Mnoge opažene oblike
so značilne za ograjene vezikle.
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η η
Slika 1.14: Presek osnosimetričnega vezikla pri η = 0.8 in a = 1.1 in a = 1.2 pri različnih
spontanih ukrivljenostih C0 = 0 (modra kontura), C0 = 0.1 (rdeča prekinjena kontura)
in C0 = 1 (zelena kontura) [22].
Slika 1.15: Prerez dvojnega stomatocita pri a = 1.6 in η = 0.8 (levo) je podoben
opaženi strukturi pri mitohondriju z nekontrolirano rastjo notranje membrane (desno).
Slika mitohondrija je bila posneta z elektronskim mikroskopom; črna daljica predstavlja
dolžino 250 nm [22].
Zaradi težavnosti eksperimentov so se avtorji članka [23] osredotočili na nume-
rične simulacije ograjenih veziklov. Kot v članku [22] so uporabili togo sferično
ograditev. Njihova numerična študija temelji na teoriji ADE; energija vezikla je
podana z enačbo (1.13). Parametri simulacije so ravnovesna razlika površin ∆a0,
reducirana prostornina v in reducirana nelokalna upogibna konstanta q. Vezikel so
opisali s triangulirano mrežo in ga najprej relaksirali brez ograditve, da je zavzel
obliko prostega vezikla pri danih pogojih, nato pa so ga ogradili z najmanjšo možno
sferično votlino, ki ga je še objela. Polmer votline so nato zlagoma manjšali. Pri
vsakem polmeru votline so vezikel relaksirali. Ko se oblika kljub naraščanju energije
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Slika 1.16: Tridimenzionalna struktura molekule DOPC (zgoraj) in strukturna formula
(spodaj). Opazimo dva dolga repa, ki imata vsak po eno dvojno vez oziroma nenasičeno
mesto. Amfifilna glava je dobro vidna in se začne s PO4 [25].
Slika 1.17: Tipične oblike ograjenih veziklov v sferični votlini: stomatocit s cevasto inva-
ginacijo (a), dublet (b), stomatocit z diskocitno invaginacijo (c) in dvojni stomatocit (d).
Bela daljica predstavlja dolžino 10 µm [14, 23].
ni spreminjala več, so stanje sprejeli kot osnovno pri danih parametrih. Rezultati
numeričnih simulacij (slika 1.18) se dobro ujemajo z eksperimentalno opaženimi
oblikami. Z izračunom osnovnega stanja pri različnih vrednostih parametrov v in
∆a0 so narisali fazni diagram ADE (slika 1.19), v katerem se število predelkov veča
z manjšanjem reducirane prostornine v in z večanjem ravnovesne razlike površin
∆a0. Tovrstno obnašanje je pričakovano, saj tvorba predelka terja dovolj veliko
površino. Razumljiva je tudi razlika v načinu deformacije membrane za ∆a0 < 1
in ∆a0 > 1: kot v primeru prostih veziklov se za manjše vrednosti ∆a0 pojavijo
invaginacije, ki nižajo vrednost ∆a [enačba (1.5)] in obratno za večje ∆a0. Težava
opisane metode iskanja osnovnih stanj je, da so tako dobljena osnovna stanja težko
medsebojno primerljiva, saj imajo različna polnilna razmerja V/V0. Sam postopek
je časovno precej zahteven, saj se lahko zaradi numeričnega postopka algoritem
ujame v lokalni minimum, ki ga od globalnega minimuma loči visoka bariera. Zato
moramo pri danih parametrih poiskati osnovno stanje za več začetnih stanj.
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Slika 1.18: Eksperimentalne oblike ograjenih veziklov (a) se dobro ujemajo z rezultati
numeričnih simulacij (b). Ko je prostornina ograjenega vezikla precej manjša od prostor-
nine votline, oblika spominja na prosti stomatocit (i). Površina vezikla narašča s slike
(i) proti sliki (v); invaginacija postane vse globja, dokler vezikla ne predeli na dva dela,
povezana z ozkim vratom (v). Bela daljica predstavlja dolžino 10 µm [14, 23].
Slika 1.19: Fazni diagram ADE osnovnih stanj veziklov, ujetih v okroglo votlino [23].
Oblike so razvrščene glede na način predelitve: stomatociti z eno (modra) ali dvema sfe-
ričnima invaginacijama (vijolična), dvojni stomatociti (zelena), vezikli z zarezo (rumena)
in vezikli s tremi predelki (rožnata). Označene oblike (i-iv) so bile opažene eksperimen-
talno (slika 1.17): stomatocit s cevasto invaginacijo (i), dublet (ii), stomatocit z diskocitno
invaginacijo (iii) in dvojni stomatocit (iv).
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1.5 Cilji naloge
V magistrskem delu predstavimo enostaven model limitnih oblik ograjenih veziklov,
s katerim želimo razložiti hierarhijo v faznem diagramu (slika 1.19). Definiramo
ključne parametre in preverimo njihov vpliv na rezultate. Ob opaženih oblikah
[22, 23] definiramo osnovne gradnike ograjenih veziklov in karakteriziramo količine,
na katere ima oblika posameznega gradnika največji vpliv. V delu se posvetimo pri-
merjavi med prostimi [15, 17, 19] in tesno ograjenimi vezikli; obe limiti primerjamo
in poiščemo analogije med oblikami. V sklopu teorije ADE izračunamo območja
stabilnosti posameznih oblik.
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Predstavljene teoretične oblike ograjenih veziklov (razdelek 1.4) temeljijo na kom-
pleksnih numeričnih izračunih. V kopici podatkov vidimo določene zakonitosti, ki
jih želimo razložiti s preprostejšim modelom. Pri tem se moramo opreti na dolo-
čene predpostavke, ki sicer olajšajo račun, a hkrati tudi postavijo nekaj omejitev.
Krajša analiza veljavnosti približka je v dodatku A.
Ključni koncept naše analize oblik ograjenih veziklov je dekompozicija oblike na
osnovne gradnike (slika 2.1), ki jih opišemo s preprostimi geometrijskimi objekti.
Zunanji del vezikla je v neposrednem stiku z votlino in zato docela karakteriziran
z obliko le-te, tako da je povprečna ukrivljenost H po celotni površini zunanjega
dela enaka povprečni ukrivljenosti votline. Zunanji rob je rob, ki poteka ob votlini
in zato je deloma določen z obliko slednje; ena izmed ukrivljenosti v posameznih
točkah bo enaka ukrivljenosti votline. Invaginacija (uvihek) je sestavljena iz stene
in roba (slika. 2.1), ki je lahko v stiku z votlino (zunanji rob) ali ne (notranji rob).
2.1 Približek tesne ograditve
V tem približku je prostornina vezikla le malo manjša od prostornine votline. Kvan-
titativno to opišemo s polnilnim razmerjem
η =
V
V0
, (2.1)
kjer je V0 ≥ V prostornina votline. Odstopanje prostornine ograjenega vezikla od
prostornine votline definiramo kot prostorninski defekt
∆V = V0 − V. (2.2)
Enačbi lahko povežemo v
η =
V
V0
= 1− ∆V
V0
. (2.3)
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zunanji del
stena
zunanji rob
rob invaginacije 
(a) (b)
(c)
Slika 2.1: Dekompozicija preprostega modela eksperimentalno opaženega vezikla na gra-
dnike olajša analizo oblik. Oblike, sestavljene iz osnovnih gradnikov, imenujemo limitne.
Slika posredno prikaže tudi postopek: v in silico ali in vitro eksperimentu (a) opažene
oblike (b) razdelimo na posamezne gradnike (c) in jih analiziramo s teorijo, predstavljeno
v nadaljevanju. Eksperimentalni sliki iz članka [23] smo dodali črno-beli filter in inverz
barve za boljšo preglednost (program Inkscape, verzija 0.48).
Definicijo reducirane prostornine [enačba (1.3)] lahko zapišemo s polnilnim razmer-
jem kot
v =
ηV0
4piR3s/3
. (2.4)
V nadaljevanju se zaradi enostavnejše obravnave in primerjave rezultatov z dose-
danjimi raziskavami [23, 22] omejimo na sferično votlino. V tem primeru lahko
enačbo (2.4) preoblikujemo v
v = η
4piR30/3
4piR3s/3
= η
(
R0
Rs
)3
, (2.5)
kamor smo vstavili V0 = 4piR30/3 in definicijo značilne dolžine Rs [enačba (1.2)].
2.2 Reducirana razlika površin
V okviru predstavljenega modela obliko ograjenega vezikla razstavimo na gradnike.
V limiti tesne ograditve se del vezikla tesno prilega votlini (zunanji del) in je po
površini Az skoraj enak votlini, tako da je Az ≈ 4piR20. Prispevek zunanjega dela k
reducirani razliki površin znaša
∆az =
1
4piRs
4piR0 =
R0
Rs
, (2.6)
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kjer smo upoštevali enačbo (1.5) in Hz = 1/R0. Z enačbo (2.5) lahko prispevek
zunanjega dela ∆az izrazimo z reducirano površino in polnilnim razmerjem kot
∆az =
(
v
η
)1/3
, (2.7)
saj kvocient R0/Rs nastopa v obeh izrazih.
Stena je sestavljena iz dveh enakih membranskih segmentov. Zaradi različnega
predznaka ukrivljenosti se oba prispevka ∆a odštejeta. Površino ploskve, katere
krajevni vektor je podan z r =
(
u, v, f(u, v)
)
, izračunamo z
A(D) =
∫
D
|ru × rv|dudv, (2.8)
kjer je D domena integracije v ravnini parametrov in ri = ∂r/∂i.
Rob invaginacije v tem približku opišemo kot torusni odsek (slika 2.2). V gro-
bem lahko opišemo glavni ukrivljenosti svitka z 1/r, ki meri ukrivljenost površine
svitka v meridianski smeri, in z 1/rl. Polmer preseka svitka r je parameter pro-
r
rl α
Slika 2.2: Parametrizacija torusnega odseka in oba glavna polmera r in rl. Krivulji,
katerih fleksijski ukrivljenosti sta recipročni vrednosti glavnih polmerov, sta izrisani z
rumeno in sta ortogonalni druga na drugo. Kot α meri ločno dolžino torusnega odseka v
meridianski smeri.
blema, medtem ko je rl približno podan (če je r  rl) z 1/rl = |dt/dφ|, kjer je
t tangenta nosilne krivulje svitka, ki opiše potek torusnega odseka. V limiti tesne
ograditve izvedemo pomemben korak približka
H =
1
2
(
1
rl
+
1
r
)
≈ 1
2r
, ko velja η → 1, (2.9)
pri čemer izgubimo del informacije o poteku roba. Približek ne velja za tesno zavite
robove, ki imajo veliko fleksijsko ukrivljenost nosilne krivulje.
29
POGLAVJE 2. MODEL
Reducirano razliko površin ∆arob izračunamo z
∆arob = sgn(H)
L(sgn(H))
4piRs
∫ α
0
1
2r︸︷︷︸
|H|
rdϕ = sgn(H)
αL(sgn(H))
8piRs
, (2.10)
kjer je L dolžina roba in α kotna širina odseka. Upoštevali smo, da je dA ≈ Lrdϕ.
Če opišemo rob s prostorsko krivuljo rrob = rrob(φ), je dolžina podana z integralom
Lrob =
∫
|t|dφ, (2.11)
kjer je t = ∂rrob/∂φ tangentni vektor roba ploskve.
S funkcijo sgn(H) v enačbi (2.10) upoštevamo predznak povprečne ukrivljenosti
glede na predznak ukrivljenosti ograditve. Preprosto merilo za določitev predznaka
H je lokacija središča priležne krožnice: če je središče znotraj ograjenega vezikla, je
ukrivljenost predznačena pozitivno (slika 2.3). Pravilo velja le za robove in ne za
stene. Upoštevali smo, da je vrednost integrala v enačbi (1.5) približno sorazmerna
z dolžino roba, kar velja pri r  L. Robove delimo v dve skupini in sicer glede na
lokalno vrednost sgn(H), torej na lokalno pozitivno in negativno ukrivljene robove.
α2
α1
α3
α4
α5
1
2
3
4
5
Slika 2.3: Ponazoritev pravila za določanje predznaka ukrivljenosti roba (krepka črna
črta): središča (manjši rumeni krogi) glavnih krožnic robov 1, 3 in 5 so znotraj vezikla (sivo
območje) in imajo zato pozitiven predznak ukrivljenosti. Manjši rdeči krogi predstavljajo
skupne točke krivine posameznih odsekov; če je maksimalna prečna dimenzija celotnega
roba (premer najmanjšega kroga, ki zajame vse odseke) majhna v primerjavi z dolžino
roba L, lahko uporabimo enačbo (2.12) in pripišemo robu kot α∆a = α1−α2 +α3−α4 +
α5 = −pi.
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Robove, ki jih opišemo z isto krivuljo in imajo vsaj eno začetno točko krivine
skupno, obravnavamo kot en rob, za katerega velja
α∆a =
∑
i
sgn(Hi)αi, (2.12)
kjer smo s podpisanim indeksom ∆a poudarili, da velja to zgolj za izračun re-
ducirane razlike površin. Grafična ponazoritev te zveze je na sliki 2.3. Globalni
predznak ukrivljenosti definiramo kot sgn(α∆a) – predznak določi globalno ukri-
vljenost roba. V nadaljevanju navajamo globalni predznak ukrivljenosti roba, če
ni drugače poudarjeno.
Stik treh membranskih odsekov z enakim predznakom lokalne ukrivljenosti ime-
nujemo trojni rob. Na sliki 2.4 vidimo, da velja α∆a = α′ + β′ + γ′ = pi, odkoder
sledi
∆a3 =
L+3
8Rs
, (2.13)
kjer je L+3 seštevek dolžin vseh notranjih trojnih robov, saj izraz velja za vsak
trojni kot. Zunanji rob (slika 2.1) lahko parametriziramo kot trojni rob z γ = 0.
 γ′
β′
 α′
 α
 β
 γ
(a) (b)
Slika 2.4: Dve enakovredni parametrizaciji trojnega kota: s koti α′, β′ in γ′ karakterizi-
ramo dejanski upogib membrane (a), α, β in γ pa merijo kote med posameznimi vpadnimi
smermi membrane (b). S slike je očitno, da je α + β + γ = 2pi. Ker je α′ = pi − α ter
analogno za β in γ, velja α′ + β′ + γ′ = pi.
Parametrizacija je približna in dobro velja v limη→1. Odtod sledi za zunanji rob
∆azr =
L+zr
8Rs
, (2.14)
kjer je L+zr dolžina zunanjega roba. Zaradi enake oblike enačb (2.13) in (2.14) trojne
in zunanje robove obravnavamo enako ter uvedemo dolžino
L+ = L+zr + L
+
3 , (2.15)
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kjer nadpisani indeks “+” označuje pozitivno ukrivljenost robov.
Najenostavnejši negativno ukrivljen notranji rob imenjujemo rob U. Sestavljen
je iz dveh lokalno pozitivno ukrivljenih robov s kotom α1,2 = pi/3 in enega lokalno
negativno ukrivljenega s kotom α3 = 5pi/3. Z enačbo (2.12) izračunamo α∆a = −pi
oziroma
∆aU = − L
−
U
8Rs
. (2.16)
V eksperimentih [23] opazimo, da sta najpogostejša notranja robova ravno trojni
rob in rob U. V primeru oblike s trojnimi robovi in robovi U je reducirana razlika
površin seštevek prispevkov
∆a =
(
v
η
)1/3
+
`+ − `−
8
, (2.17)
kjer smo uvedli reducirano dolžino
`± =
L±
Rs
. (2.18)
2.3 Prostorninski defekt in polmer robov
Ob tesnem prileganju ograjenega vezikla v votlini se največji del prostorninskega
defekta [enačba (2.2)] nahaja v robovih. Zaradi velike ukrivljenosti membrane v
teh predelih je manjšanje praznin energijsko neugodno, medtem ko se v primeru
zbližanja dveh malo razmaknjenih skoraj ravnih membranskih odsekov energija le
malo zviša. Lahko si mislimo, da preko spreminjanja polnilnega razmerja η po-
sredno spreminjamo polmer torusnega odseka r: ko manjšamo polmer r proti 0,
gre prostorninski defekt ∆V proti 0 in polnilno razmerje η proti 1, kar prikazuje
slika 2.5. V približku tesne ograditve zanemarimo vzdolžno ukrivljenost in zato
(a) (b) (c)
Slika 2.5: Zložno večanje polnilnega razmerja pri hemisferičnem ograjenem veziklu: η ≈
0.85 in r = 0.35 (a), η ≈ 0.96 in r = 0.2 (b) ter η ≈ 0.98 in r = 0.1 (c).
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lahko opišemo prostorninski defekt posameznega roba kot uteženo dolžino. Z dru-
gimi besedami – prostorninski defekt je sorazmeren z dolžino roba
∆Vrob = r
2ArobLrob. (2.19)
Utež je površina nezapolnjenega predela (bela površina na sliki 2.3), kjer smo uvedli
brezdimenzijsko površino preseka Arob.
Brezdimenzijsko površino trojnega roba izračunamo ob sliki 2.6. Geometrijski
problem razklopimo na tri manjše in nato posamezne ploščine seštejemo. Temneje
osenčeno ploščino na sliki 2.6 izračunamo kot razliko površin trapeza ABCD in kro-
žnega izseka s kotom ^BAD = α′, ki je suplementaren kotu α = pi−α′ = ^BCD, s
katerim karakteriziramo upogib membrane. Ploščina trapeza je v splošnem podana
A
B
C
D
α'
r
r
Slika 2.6: Slika prikazuje parametrizacijo dela trojnega kota z deltoidom ABCD in
krožnim izsekom ]ABD. Ploščina, ki jo računamo, je osenčena.
z A = ab sin θ, kjer sta a in b stranici deltoida in θ kot med njima. V našem primeru
je ploščina deltoida AABCD = r2 tan (α′/2), kjer smo upoštevali zvezo med priležno
in nasprotno kateto, t.j. BC = r tan(α′/2), in dejstvo, da je θ = ^ABC = pi/2.
Površina krožnega izseka je dana z A]ABD = r2α′/2. Brezdimenzijska površina
trojnega roba je
Atr =
∑
Ψ=α,β,γ
(
tan
pi −Ψ
2
− pi −Ψ
2
)
, (2.20)
kjer seštejemo po treh kotih upogiba α, β in γ. Ta izraz poda tudi brezdimenzijsko
površino zunanjega roba, kjer je kot upogiba γ = 0 in α = β = pi/2:
Azr = 2
(
tan
pi
4
− pi
4
)
= (2.21)
= 2
(
1− pi
4
)
≈ 0.429.
V posebnem primeru, ko sta dva kota enaka (denimo α = β), lahko preko vezi 2α+
γ = 2pi poenostavimo enačbo (2.20). Brezdimenzijska površina postane funkcija
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ene spremenljivke
Aα = 2 cot α
2
− cotα− pi
2
, (2.22)
ki se v primeru simetričnega trojnega stika z α = 2pi/3 = 120◦ prepiše v
A2pi/3 =
√
3− pi
2
≈ 0.161. (2.23)
Brezdimenzijsko površino roba U sestavimo iz prispevka prisekanega kroga in
razlike površin trapeza ter krožnega izseka. Površina trapeza AABCD je polovica po-
vršine pravokotnika BCB′C ′ s slike 2.7. Stranici pravokotnika sta BC ′ = r(1+1/2)
in x = BC = r
√
3/2; odtod sledi površina trapeza AABCD = r23
√
3/8. Od po-
vršine trapeza odštejemo površino krožnega izseka A]BAD′ = r2pi/6 in tako izra-
čunamo površino lika ABCD = r2(3
√
3/8− pi/6). K dvakratniku ABCD prištejemo
π/3
π/6
r
A
B C
Dx
C' B'
A
r
D'
Or
Slika 2.7: Parametrizacija geometrije roba U: trapez ABCD, trikotnik ODD′ in krožna
izseka ]ABD′ ter ]ODD′.
površino krožnega izseka A]ODD′ (osenčeni del na sliki 2.7) in površino trikotnika
AODD′ =
√
3/4; izračunana količina je nezapolnjena površina roba U. Površina
izseka je dana z A]ODD′ = r25pi/6. Brezdimenzijska površina znaša
AU = 2ABCD + AODD′ + A]ODD′
r2
(2.24)
=
√
3 +
pi
2
≈ 3.303.
V splošnem prostorninski defekt robov zapišemo kot uteženo vsoto po vseh
robovih
∆V = r2
∑
i
LiAi = r2Rs
∑
i
`iAi, (2.25)
kjer smo upoštevali definicijo reducirane dolžine roba [enačba (2.18)]. Privzeli smo,
da so polmeri vseh torusnih odsekov enaki; v izrazu smo izpostavili faktor r2, ki je
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Slika 2.8: Polmer r torusnih odsekov, s katerimi aproksimiramo robove vezikla, ni zelo
različen za posamezne robove in ga zato lahko izpostavimo v enačbi (2.25). Na sliki
je s prekinjeno črto izrisana daljša kontura roba U (krajši odsek konture smo zaradi
preglednosti izpustili) in s polno kontura zunanjega roba. Razmerje polmera ograditve
in torusnega odseka r/R0 ≈ 0.275; če privzamemo, da je vzdolžna ukrivljenost približno
1/R0, velja Cl/Cr = r/R0. Sliki iz članka [23] smo dodali črno-beli filter in inverz barve
za boljšo preglednost (program Inkscape, verzija 0.48).
skupen vsem robovom (slika 2.8). Upoštevamo zvezo med prostorninskim defektom
in polnilnim razmerjem [enačba (2.3)]
r2Rs
∑
i
`iAi = 4piR
3
0
3
(1− η)
=
4piR3s
3
(
R0
Rs
)3
(1− η)
=
4piR3s
3
v
η
(1− η), (2.26)
kjer razmerje R0/Rs izrazimo iz enačbe (2.5). Odtod lahko izdvojimo razmerje
r/Rs
R = r
Rs
=
√
4pi
3
√
v(1− η)
η
∑
i `iAi
. (2.27)
Limita η → 1 potrdi intuitivno pričakovani rezultat – polmer robov rη→1 je 0.
Obenem velja, da je polmer r tem manjši, čim večja je utežena vsota robov
∑
i `iAi.
Posledica je smiselna, saj lahko daljšemu robu oziroma robu z večjo vrednostjo
brezdimenzijske površine pripišemo večji prostorninski defekt pri danem r.
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2.4 Upogibna energija
Upogibna energija je seštevek upogibne energije zunanjega dela, robov in sten. V
izrazu za upogibno energijo vezikla [enačba (1.8)] nastopa H2, kar izniči predznak
ukrivljenosti. Zato moramo pri izračunu upogibne energije upoštevati tudi upo-
gnjenost sten. Povprečna ukrivljenost ploskve, podane z r =
(
u, v, z(u, v)
)
, je
Hpl =
r(1 + q2)− 2pqs+ t(1 + p2)
2
√
1 + p2 + q2
3 , (2.28)
kjer so
p =
∂z
∂u
, q =
∂z
∂v
, (2.29a)
r =
∂2z
∂u2
, t =
∂2z
∂v2
, (2.29b)
s =
∂2z
∂v∂u
. (2.29c)
Upogibno energijo stene izračunamo z
W plb =
kc
2
∫
(2Hpl)
2dA (2.30)
in normiramo z upogibno energijo krogle 8pikc
wplb =
W plb
8pikc
. (2.31)
Upogibno energijo roba izračunamo ob približnem opisu povprečne ukrivljenosti
[enačba (2.9)]
W robb =
kc
2
Lrob
∫ αw
0
r
1
r2
dϕ =
kcL
robαw
2r
, (2.32)
oziroma v reducirani obliki
wrobb =
Wb
8pikc
=
Lrobαw
16pi
1
r
. (2.33)
Opazimo, da energija divergira kot 1/r, ko manjšamo polmer r proti 0. Če je rob
sestavljen iz več segmentov (slika 2.3), je kot αw v enačbi (2.33) seštevek absolutnih
vrednosti kotov
αw =
∑
i
|αi|, (2.34)
kar je pomembna razlika v primerjavi z enačbo (2.12), kjer smo upoštevali predznak
ukrivljenosti. Za trojni rob je seštevek αtrw = α′+β′+γ′ = pi, medtem ko seštevek za
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rob U znaša αUw = 7pi/3. Če je oblika sestavljena zgolj iz trojnih robov in robov U,
je skupna energija robov
wrobb =
1
16
Rs
r
(
3`+ + 7`−
3
)
, (2.35)
kjer smo upoštevali zvezo `± = L±/Rs. Razmerje 1/R = Rs/r izrazimo iz enačbe
(2.27), kar da
wrobb =
1
G
√
η
∑
i `iAi
v(1− η)
(
3`+ + 7`−
3
)
, (2.36)
kjer smo zaradi kompaktnega zapisa uvedli konstanto G = 32
√
pi/3 ≈ 32.75. Po-
membna je divergenca upogibne energije robov v limiti η → 1, ki je posledica člena
1/
√
1− η. Tako obnašanje upogibne energije robov je pričakovano, saj so robovi
v opisani limiti zelo ukrivljeni. Pomembna je tudi korenska odvisnost od utežene
vsote
∑
i `iAi, saj imajo robovi z večjo utežjo Ai večji doprinos k energiji kot enako
dolgi robovi z manjšo utežjo.
Celotna upogibna energija je seštevek upogibne energije zunanjega dela (wzb ≈ 1,
saj je zunanji del približno sferične oblike), sten [enačba (2.28)] in robov [enačba
(2.36)]
wb = 1 +
1
G
√
η
∑
i `iAi
v(1− η)
(
3`+ + 7`−
3
)
+ wplb . (2.37)
Velikokrat je ugodno, če poznamo izraz za upogibno energijo kot funkcijo reduci-
rane prostornine in razlike površin wb = wb(v,∆a); v večini primerov je točen izraz
okoren. V limiti tesne ograditve lahko izpeljemo analitičen izraz za dva primera:
◦ ko ima oblika zgolj zunanje robove in
◦ ko ima oblika zgolj robove U.
V obeh primerih imamo v izrazu za reducirano razliko površin [enačba (2.17)] zgolj
pozitivni oziroma negativni prispevek robov, ki ju podaja izraz
`± = ±8
[
∆a−
(
v
η
)1/3]
. (2.38)
V obeh primerih imamo eno brezdimenzijsko utež A in sicer Azr za obliko z zgolj
zunanjimi robovi inAU za obliko z zgolj robovi U. V enačbi (2.37) lahko izpostavimo
določene faktorje in za oba posebna primera izračumo
wzrb = 1 +
1
G
√
29Azrη
v(1− η)
[
∆a−
(
v
η
)1/3]3/2
+ wplb (2.39)
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ter
wUb = 1 +
7
3G
√
29AUη
v(1− η)
[(
v
η
)1/3
−∆a
]3/2
+ wplb . (2.40)
Zapisana izraza sta še posebej enostavna, če so stene ravne oziroma sferičnih oblik.
Če primerjamo obliki pri istem v in enako dolgih robovih |`−| = |`+|, ki imata
le robove U oziroma le zunanje robove, lahko v limiti η → 1 iz enačbe (2.37)
izračunamo razmerje
lim
η→1
wUb
wzrb
=
7
3
√AU
Azr ≈ 6.47. (2.41)
Upoštevali smo, da lahko v limiti η → 1 zanemarimo prispevek 1+wplb , saj energija
robov divergira. Odtod sledi, da lahko pri primerjavi oblik pričakujemo določeno
mero asimetrije med oblikami z negativno oziroma pozitivno ukrivljenimi robovi.
Celotna energija ograjenega vezikla je seštevek lokalnega in nelokalnega pri-
spevka [enačba (1.13)] in je v približku tesne ograditve dana z
w = wb + q(∆a−∆a0)2
= 1 +
1
G
√
η
∑
i `iAi
v(1− η)
(
3`+ + 7`−
3
)
+ wplb + q(∆a−∆a0)2, (2.42)
kjer ∆a izračunamo z enačbo (2.17). Parametri celotne energije so polnilno raz-
merje η, nelokalna upogibna konstanta q in reducirana razlika ravnovesnih povr-
šin ∆a0.
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Rezultati
V prejšnjem poglavju smo izpeljali izraze za izračun reducirane prostornine v, redu-
cirane razlike površine ∆a in celotne energije ograjenega vezikla. Moč približka je
velika poenostavitev računa; za posamezno obliko izračunamo samo površino sten
in dolžino robov ter uporabimo izpeljane izraze [enačbe (2.5), (2.17) in (2.42)]. V
nadaljevanju predstavimo analizo nekaterih eksperimentalno opaženih oblik [22, 23]
in teoretično izračunana fazna diagrama BC ter ADE.
3.1 Oblike
V nadaljevanju predstavljene limitne oblike delimo glede na vrsto robov in število
predelkov. V poglavju 2.2 smo predstavili negativno in pozitivno ukrivljene robove;
posamezna oblika ima lahko
◦ samo pozitivno ukrivljene robove,
◦ samo negativno ukrivljene robove,
◦ mešanico negativnih in pozitivnih ukrivljenih robov oziroma
◦ nima robov.
Ob enačbi (2.17) lahko že pred analizo modelnih oblik skiciramo fazni diagram
BC. V enačbi opazimo, da je ∆asep = (v/η)1/3 separatrisna krivulja med oblikami s
pozitivno ukrivljenimi robovi in oblikami z negativno ukrivljenimi robovi. Ko do-
damo oblike z robovi mešanih predznakov, se separatrisa razširi. Odtod sklepamo,
da so oblike brez robov oziroma z robovi mešanega predznaka mejne oblike med
območjema oblik z robovi enega predznaka (slika 3.1).
Vezikel ima lahko enega ali več predelkov. Posamezni predelki so med seboj
ločeni s steno in povezani preko vratov, ki omogočajo izmenjavo topila in pretaka-
nje amfifilov med stenami predelkov. Vratovi omogočajo transformacijo oblike ob
spremembi parametrov. V nadaljevanju so razdalje umerjene na polmer votline,
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oblike s pozitivno 
ukrivljenimi robovi
oblike z negativno 
ukrivljenimi robovi
mejno območje
s separatriso
Slika 3.1: Skicirano mejno območje (s prekinjeno črto zamejeno osenčeno območje) s
separatriso (krepka črna črta) deli fazni diagram BC na območji oblik z ukrivljenostjo
robov enega predznaka. Znotraj mejnega območja se nahajajo oblike z robovi mešanega
predznaka. Manjši krog rumene barve označuje točko (1, 1), ki pripada sferičnemu veziklu.
tako da je prostornina votline V0 = 4pi/3 in površina A0 = 4pi. Vse dolžine so
realna števila brez dimenzij, pri čemer so reducirane dolžine umerjene na Rs.
3.1.1 Dvopredelčne oblike
Dvopredelčna oblika je sestavljena iz dveh predelkov, povezanih z vratom in ločenih
s steno. Oblike so enolično določene z modulacijo in položajem stene.
Oblike CC
Najenostavnejša oblika je sestavljena iz dveh krogelnih odsekov z zaobljenima robo-
voma [angleško cap-cap shape (CC)]. Stena je ravna ploskev (slika 3.2), katere odda-
ljenost od ekvatorja z0 parametrizira obliko. Površina stene je Astena = 2pi(1− z20),
kar da celotno površino
ACC = 4pi + 2pi(1− z20), (3.1)
in značilno dolžino [enačba (1.2)]
RCCs =
√
1 + (1− z20)/2. (3.2)
Oblika ima en zunanji rob, ki poteka vzdolž zunanjega roba stene. Reducirana
dolžina roba je
`+CC =
2pi
√
1− z20√
1 + (1− z20)/2
, (3.3)
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z0
zunanji rob
Slika 3.2: Nesimetrična oblika CC: parameter z0 meri oddaljenost stene od ekvatorialne
ravnine. Nosilna krivulja zunanjega pozitivno ukrivljenega roba je označena z rumeno
prekinjeno črto.
kar že zadošča za zapis reducirane razlike površin za obliko CC
∆aCC =
8 + 2pi
√
1− z20
8
√
1 + (1− z20)/2
, (3.4)
kjer smo upoštevali enačbo (2.17). Reducirana prostornina v oblike CC je dana z
vCC =
η√
1 + (1− z20)/2
3 . (3.5)
Približek tesne ograditve dobro velja za majhne vrednosti z0 oziroma takrat, ko
je 2piR/`CC  1, kjer je `CC/2pi reducirani polmer krožnice zunanjega roba in R
reducirani polmer roba. Razmerje lahko izrazimo iz enačb (2.27), (3.4) in (3.5).
Numerično rešimo enačbo 2piR/`CC = 1 in izrazimo mejno vrednost parametra z0
pri danem polnilnem razmerju η (slika 3.3).
Enačbi (3.4) in (3.5) zadoščata, da izračunamo mejni vrednosti obeh geometrij-
skih parametrov oblike v limiti η → 1 in splošen potek krivulje v ravnini (∆a, v) na
sliki 3.4. Ko je z0 = 0, je vezikel simetrično predeljen s steno v ekvatorialni ravnini,
tako da je oblika sestavljena iz dveh enakih ostro zaobljenih hemisfer, tako da obliki
pripada v faznem diagramu BC točka (∆a, v) =
(
(3/2)−3/2,
√
2/3(1 + pi/4)
) ≈
(0.544, 1.46), čemur ustreza točka (iv) na sliki 3.4. Če je z0 = 1, vezikel nima
stene in je sferične oblike, kar predstavlja točka (1, 1). Upogibna energija oblike je
seštevek energije robov in zunanjega dela, saj ravna stena nima upogibne energije.
Ker je oblika CC enoparametrična, je njena reducirana razlika površin ∆a eno-
lično določena z reducirano prostornino. Vpeljava dodatnih parametrov razširi do-
segljiv fazni prostor oblike. V eksperimentih iz članka [23] so bile opažene dvopre-
delčne oblike z neravno steno, ki je lahko parabolična, sedlasta oziroma dolinasta.
41
POGLAVJE 3. REZULTATI
0
približek tesne 
ograditve ne velja
približek tesne 
ograditve velja
η
Slika 3.3: Potek mejne vrednosti z0, ki določa mejo veljavnosti približka tesne ograditve,
v odvisnosti od polnilnega razmerja. Pri visokem polnilnem razmerju lahko uporabimo
katero koli vrednost parametra z0.
(i)
(ii)
(iii)
(iv)
površina vezikla 
narašča vzdolž
krivulje
∆
Slika 3.4: Fazna krivulja oblike CC v ravnini (∆a, v) v limiti η → 1. Vrisane so štiri
oblike z različnimi vrednostmi parametra z0: z0 = 0.75 (i), z0 = 0.6 (ii), z0 = 0.4 (iii) in
z0 = 0 (iv). Oddaljenost stene od ekvatorialne ravnine votline se manjša vzdolž označene
smeri. Štiri točke na krivulji ustrezajo oblikam v nanizanem vrstnem redu.
V splošnem zapišemo družino teh ploskev z enačbo
z = αx2 − βy2 + z0, (3.6)
kjer sta α in β parametra, ki določata obliko stene, in z0 njena oddaljenost od
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ekvatorialne ravnine. Krajevni vektor ploskve je
r(II) =
 xy
αx2 − βy2 + z0
 , (3.7)
kjer indeks II označuje dvoparametrično obliko. Tri posebne primere prikazuje
slika 3.5. Za izračun reducirane prostornine v potrebujemo površino stene, medtem
(a) (b) (c)
Slika 3.5: Tri oblike s steno iz družine ploskev, podanih z enačbo (3.6), v limiti η → 1.
Slika (a) prikazuje obliko z dolinasto steno, tako da sta α 6= 0 in β = 0, slika (b) obliko s
parabolično steno oziroma α = −β 6= 0 in slika (c) obliko s sedlasto steno, kjer je α = β.
S črno barvo je označen potek roba [enačba (3.8)].
ko za izračun reducirane razlike površin potrebujemo dolžino roba ploskve. Rob
parametriziramo kot krivuljo, ki poteka po površini sfere, tako da za vsako točko
velja |rrob| = 1. Poleg tega za vsako točko roba ploskve velja enačba (3.6). Primeren
nastavek za rešitev je
rrob(ϕ) =
sin θ(ϕ) cosϕsin θ(ϕ) sinϕ
cos θ(ϕ)
 , (3.8)
ki direktno zadošča |rrob| = 1. Modulacija roba se nahaja v funkciji θ(ϕ) [zaradi
preglednosti pišemo v nadaljevanju θ(ϕ) = θ], ki jo izračunamo iz enačbe (3.6)
cos(θ) = sin2 θ (α cos2 ϕ− β sin2 ϕ)︸ ︷︷ ︸
f(ϕ)
+z0. (3.9)
Izraz kvadriramo in preoblikujemo v
sin4 θf 2(ϕ) + sin2 θ [2f(ϕ)z0 + 1] + z
2
0 − 1 = 0. (3.10)
To je kvadratna enačba za sin2 θ; njeni rešitvi sta
sin2 θ1,2 =
−2f(ϕ)z0 − 1±
√
1 + 4f(ϕ)[z0 + f(ϕ)]
2f 2(ϕ)
. (3.11)
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V enačbi izberemo tak predznak, da je izraz pozitiven. Odtod sledi
sin θ =
√
−2f(ϕ)z0 − 1±
√
1 + 4f(ϕ)[z0 + f(ϕ))
2f 2(ϕ]
. (3.12)
Vrednost sin θ je projekcija krajevnega vektorja nosilne krivulje roba na ekvatori-
alno ravnino. Naj velja u = x in v = y, odkoder sledi
rx =
∂r(II)
∂x
= (1, 0, 2αx), in ry =
∂r(II)
∂y
= (0, 1,−2βy). (3.13)
Sledeč enačbi (2.8) zapišemo izraz za površino ploskve v cilindrični geometriji [kjer
smo že upoštevali prehodno Jacobijevo determinanto det(J ) = ρ] kot
A(II)s =
∫ 2pi
0
dϕ
∫ sin θ
0
√
(2αρ cosϕ)2 + (2βρ sinϕ)2 + 1 ρdρ (3.14)
kjer v integralu po ρ zgornja meja projekcija krajevnega vektorja roba na rav-
nino z = 0 [enačba (3.12)].
Analitični račun s predstavljenimi oblikami je okoren, zato posežemo po pri-
bližku. Najprej enačbe prepišemo v premaknjenem koordinatnem sistemu, ki je
prikazan na sliki 3.6.
z0
x
x'
y 1
1'y'
Slika 3.6: Račun ploščine ploskve in dolžine roba v približku majhne ukrivljenosti je
enostavnejši v premaknjenem in skaliranem sistemu, tako da (x, y) → (x′, y′). Slika
shematično prikazuje, da je enota v skaliranem sistemu x′ = 1′ enakovredna x =
√
1− z20 .
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Krajevni vektor, ki opisuje ploskev, izrazimo z novimi spremenljivkami
r(II)(x
′, y′) =
√
1− z20
 x
′
y′
α′x′2 − β′x′2
+ z0, (3.15)
kjer smo uvedli reducirane koeficiente α′ = α
√
1− z20 in β′ = β
√
1− z20 ter vektor
premika z0 = (0, 0, z0). Ob predpostavki α′, β′  1 zapišemo približen izraz za
krajevni vektor ploskve v cilindričnih koordinatah
r′(II)(ϕ, ρ) =
√
1− z20
 ρ cosϕρ sinϕ
α′ρ2 cos2 ϕ− β′ρ2 sin2 ϕ
+ z0. (3.16)
Za točke na robu podane ploskve, ki imajo ρ = 1, le približno velja |rrob| = 1. Nasta-
vek opiše krivuljo, ki poteka po površini cilindra s polmerom
√
1− z20 . Napako oce-
nimo z |r′rob|− |rrob| ≤ α′2 +β′2. V našem primeru je tangenta t′(ϕ) = ∂r′rob(ϕ)/∂ϕ
t′ =
√
1− z20
 − sinϕcosϕ
−2(α + β) cosϕ sinϕ
 = √1− z20
 − sinϕcosϕ
−(α + β) sin 2ϕ
 , (3.17)
kjer smo upoštevali trigonometrično identiteto sin 2x = 2 sinx cosx. Dolžina roba
[enačba (2.11)] je integral
L(II) =
√
1− z20
∫ 2pi
0
√
1 + (α′ + β′)2 sin2 2ϕ dϕ. (3.18)
Dolžina se v tem približku izraža z eliptičnim integralom, ki je neanalitičen. Upo-
števamo, da je (1± x)1/2 ≈ 1± x/2 + . . . , in dobimo
L(II) ≈
√
1− z20
∫ 2pi
0
[
1 +
1
2
(α′ + β′)2 sin2 2ϕ
]
dϕ, (3.19)
kar da
L(II) ≈
√
1− z20
[
2pi +
2pi
4
(α′ + β′)2
]
= 2pi
√
1− z20
[
1 +
1
4
(α′ + β′)2
]
. (3.20)
Zapisani rezultat je smiseln, saj za α′ = β′ = 0 dobimo obseg kroga, ki je vzporeden
ekvatorialni ravnini na razdalji z0.
Izračun površine [enačba (3.14)] privede do podobnih izrazov kot pri izračunu
dolžine. V novih spremenljivkah dobimo
A(II)s = (1− z20)
∫ 1
0
ρdρ
∫ 2pi
0
√
1 + 4ρ2(α′2 cos2 ϕ+ β′2 sin2 ϕ) dϕ. (3.21)
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Pri izračunu uporabimo isti Taylorjev razvoj (1 ± x)1/2 ≈ 1 ± x/2 + . . . kot pri
izračunu dolžine roba, kar da približen izraz za ploščino
A(II)s ≈ (1− z20)
∫ 1
0
ρdρ
∫ 2pi
0
[
1 + 2ρ2(α′2 cos2 ϕ+ β′2 sin2 ϕ)
]
dϕ, (3.22)
odkoder dobimo
A(II)s = pi(1− z20)
[
1 +
1
2
(α′2 + β′2)
]
. (3.23)
Ko velja α′ = β′ = 0, izraz podaja ploščino kroga, ki je na razdalji z0 od ekvatorialne
ravnine. Izpeljana enačba zadošča, da zapišemo približen splošen izraz za značilno
dolžino vezikla [enačba (1.2)]
R(II)s =
√
4pi + 2A
(II)
s
4pi
=
√
1 +
1
2
(1− z20)
[
1 +
1
2
(α′2 + β′2)
]
, (3.24)
kjer smo upoštevali, da je stena dvojna. Izraz se ujema z izrazom za značilno
dolžino oblike CC [enačba (3.2)], če sta α′ = β′ = 0. Dolžino Rs potrebujemo za
izračun reducirane prostornine v
v(II) =
η√
1 + 1
2
(1− z20)
[
1 + 1
2
(α′2 + β′2)
]3 (3.25)
ter izračun reducirane dolžine roba `+ = L/Rs:
`+(II) =
2pi
√
1− z20
[
1 + 1
4
(α′ + β′)2
]√
1 + 1
2
(1− z20)
[
1 + 1
2
(α′2 + β′2)
] . (3.26)
Ko poznamo reducirano dolžino roba `+, lahko izračunamo reducirano razliko po-
vršin
∆a(II) =
8 + 2pi
√
1− z20
[
1 + 1
4
(α′ + β′)2
]
8
√
1 + 1
2
(1− z20)
[
1 + 1
2
(α′2 + β′2)
] . (3.27)
Izračun upogibne energije stene ni trivialen. Najprej izračunamo odvode p, q, r, s
in t [enačbe (2.29a-c)]
p = 2α′x′
√
1− z20 , q = −2β′y′
√
1− z20 , (3.28a)
r = 2α′
√
1− z20 , t = −2β′
√
1− z20 , (3.28b)
s = 0, (3.28c)
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ki jih vstavimo v izraz za povprečno ukrivljenost H [enačba (2.28)]. V cilindrični
geometriji je
H
(II)
pl (z0, α
′, β′) =
√
1− z02
[
4α′β′ρ2 (z02 − 1)
(
α′ cos2 ϕ− β′ sin2 ϕ)+ α′ − β′]√
1− 4ρ2 (z02 − 1)
(
α′2 cos2 ϕ+ β′2 sin2 ϕ
)3 .
(3.29)
Za izračun energije potrebujemo še diferencial površine dA, ki ga izluščimo iz
enačbe (3.21)
dA(z0, α
′, β′) = (1− z20)ρ
√
1 + 4ρ2(α′2 cos2 ϕ+ β′2 sin2 ϕ)dϕdρ. (3.30)
Enačbi (3.29) in (3.30) združimo v funkcijo
g(z0, α
′, β′) =
1
4pi
H2pl(z0, α
′, β′)
dA(z0, α
′, β′)
dϕdρ
, (3.31)
katere integral
w
pl(II)
b = 2
∫ 1
0
dρ
∫ 2pi
0
g(z0, α
′, β′)dϕ (3.32)
je celotna upogibna energija stene (dvojno steno smo upoštevali s faktorjem 2).
Integracijo izvedemo s približkom, ki ga izračunamo preko nove funkcije
h(z0,Ψ) = g(z0,Ψα
′,Ψβ′), (3.33)
kjer je Ψ realen parameter. Funkcijo h(z0,Ψ) razvijemo v Taylorjevo vrsto po
parametru Ψ do prvega neničelnega člena in limitiramo Ψ→ 1
lim
Ψ→1
h(z0,Ψ) ≈ 1
4pi
(α′ − β′)2(1− z20)2ρ. (3.34)
Enačbo (3.34) integriramo in dobimo približen izraz za energijo stene
w
pl(II)
b ≈
1
2
(α′ − β′)2(1− z20)2 (3.35)
Izraz je smiseln; čim večja je ploskev (majhne vrednosti parametra z0), tem večji
je prispevek k upogibni energiji. Razumljiva je tudi sorazmernost z (α′ − β′)2;
čim bolj je oblika sedlasta α′ ≈ β′, tem bolj sta si obe ukrivljenosti nasprotnega
predznaka enaki po absolutni vrednosti in se zato odštejeta v H. V nadaljevanju
obravnavamo samo oblike s slike 3.5, ki so bile eksperimentalno opažene [23].
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Dvojni stomatocit (DS)
Dvojni stomatocit [angleško double stomatocyte (DS)] je oblika brez robov z dvema
predelkoma (slika 3.7a). Je separatrisna oblika iz mejnega območja s slike 3.1, saj
zaradi odsotnosti robov velja
∆aDS =
(
v
η
)1/3
, (3.36)
kar direktno sledi iz enačbe (2.17). Edini parameter oblike je polmer ξ invaginirane
sfere. Površina oblike je seštevek površine zunanjega dela in stene
ADS = 4pi + 2× 4piξ2. (3.37)
Odtod sledi preprost izraz za značilno dolžino [enačba (1.2)]
RDSs =
√
1 + 2ξ2, (3.38)
in reducirano prostornino [enačba (2.5)]
vDS =
η√
1 + 2ξ2
3 . (3.39)
Predpostavili smo, da sta steni zelo blizu skupaj in imata enako površino. Prostor-
ninski defekt se nahaja med stenama; vpliv majhne razmaknjenosti sten zanema-
rimo, kar dobro drži v limiti η → 1.
ξ
ξ
(a) (b)
stena sferične
invaginacije
Slika 3.7: Parametrizacija dvojnega stomatocita (DS); parameter ξ meri polmer sferič-
nega predelka. V limiti velikega polnilnega razmerja je razmak med ploskvama infinite-
zimalno majhen (a). Stena se lahko večkrat uviha in tvori 2n-kratni stomatocit (b) – na
sliki je prikazan osmerni stomatocit. Razmak med posameznimi sferičnimi odseki je na
obeh slikah končen zaradi preglednosti.
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Upogibna energija [enačba (2.42)] dvojnega stomatocita je
wDSb = 3, (3.40)
kjer smo upoštevali, da ima vsak sferični odsek membrane upogibno energijo 1.
Ker oblika nima robov, je v približku tesne ograditve upogibna energija dvojnega
stomatocita neodvisna od polnilnega razmerja. Oblika je zelo posebna zaradi neod-
visnosti upogibne energije od polnilnega razmerja in enačbe za reducirano razliko
površin, ki je značilna za separatriso [enačba (3.36)]. V numeričnih simulacijah [23]
so opazili tudi 2n-kratne stomatocite, v katerih se stena večkrat uviha v sferično
obliko (slika 3.7b). Enačba (3.36) še vedno velja, pri čemer se spremeni funkcijska
odvisnost od parametra. Za 2n-kratni stomatocit je
R(2nS)s =
√
1 + 2nξ2, (3.41)
odkoder sledi
v(2nS) =
η√
1 + 2nξ2
3 . (3.42)
Upogibna energija 2n-kratnega stomatocita je
w
(2nS)
b = 1 + 2n. (3.43)
V limiti n→∞ lahko pri končni prostornini dosežemo točko (∆a∞S, v∞S) = (0, 0)
in s tem utemeljimo zavoj separatrise s slike 3.1 v izhodišče.
3.1.2 Tripredelčne oblike
Videli smo, da lahko z modulacijo stene dosežemo manjše vrednosti reducirane
prostornine v. V primeru zelo upognjenih sten modulacija močno poveča upogibno
energijo vezikla. Zato je v določenih primerih ugodnejša tvorba dodatnega predelka
s stenami enostavnih oblik. Dodatni predelek vezikla poveča površino, poveča vre-
dnost značilne dolžine Rs [enačba (1.2)] in zato zmanjša vrednost v [enačba (2.5)],
saj je kub značilne dolžine v imenovalcu. Prav tako se v določenih primerih poveča
dolžina robov.
Triklin (TS)
Eksperimentalno [23] je bila opažena oblika, ki je sestavljena iz treh krhljev – dveh
enakih in krhlja, ki zapolni preostalo prostornino (slika 3.8). Obliko imenujemo
triklin [angleško three-segment shape (TS)]. Najugodnejša konfiguracija stičišča treh
predelkov je tista s tremi enakimi koti α = β = γ = 2pi/3. Oblika ima eno steno
med obema enakima predelkoma ter dve enaki steni med različnimi predelki, kar
vidimo na sliki 3.8a.
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ξ
predelek 1
predelek 2 L+
L+
L+ zunanji rob
zunanji
 rob
notranji rob
(a) (b)
12
11
Slika 3.8: Tripredelčna oblika (TS) z dvema enakima krhljema (a; predelka 1) ter krhljem,
ki zapolni preostalo prostornino (b; predelek 2). Edini parameter je oddaljenost roba ξ
od navpične osi. Oblika ima tri zunanje robove (b; dva robova L+12 med predelkoma 1
in predelkom 2 in en rob L+11) in en notranji rob L
+
| . Za prikazano obliko je parameter
ξ = −0.3; predelek 1 je večji od predelka 2.
V nadaljevanju velikokrat potrebujemo delno površino kroga. Definiramo funk-
cijo S, ki je ploščina krožnega odseka s slike 3.9:
S(x) =
∫ x
0
2
√
1− (1− y)2dy
= (x− 1)
√
(2− x)x+ 2 arcsin
(√
x
2
)
, (3.44)
kjer velja x ∈ [0, 2].
xa
Spovršina
a
Slika 3.9: K definiciji funkcije S(x). Razdalja x je relativna globina, merjena glede na
polmer kroga a, katerega delno površino računamo.
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Površina vezikla je enaka
A = 4pi + 2× 2A12 + 2A11, (3.45)
kjer A12 označuje površino stene med dvema različnima in A11 med dvema enakima
predelkoma. Vsak presek sfere je krog. Račun ob pomoči slike 3.10 poda polmer
stene med krhlji r˜ =
√
1− 3ξ2/4. Reducirana globina stene glede na polmer r˜ je
A
B
r ̃1-ξ
Slika 3.10: Izračun površine sten pri obliki TS: polmer r˜, reducirana globina vseka x˜ =
AB/r˜ [enačba (3.46] in lega trojnega roba ξ. Pri prikazani obliki je ξ = 0.3; predelek 2 je
večji od predelka 1. Na sliki je en predelek 1 odstranjen zaradi preglednosti.
x˜ =
√
1− 3ξ2/4 + ξ/2√
1− 3ξ2/4 . (3.46)
Preverimo vse limitne primere. Ko je ξ = 0, je trojni rob v središču in velja r˜ = 1
in x˜ = 1. Takrat je skupna površina enaka Aξ=0 = 4pi + 3pi, saj so stene trije
enaki polkrogi. Drugi limitni primer je ξ = −1: takrat je rob ob votlini in je
vezikel sestavljen iz dveh hemisfer. Reducirana globina stene je takrat x˜ξ=−1 = 0.
Površina vezikla je Aξ=−1 = 4pi + 2pi, saj gre za ekvatorialno obliko CC. Ko velja
ξ = 1, je stičišče na nasprotnem polu kot v primeru ξ = −1 in sta obe stični ploskvi
med predelkoma 1 in 2 popolnoma okrogli, kar se kaže kot x˜ξ=2 = 2. V splošnem
je površina vezikla enaka
A = 4pi + 2S(1− ξ) + 2× 2
(
1− 3
4
ξ2
)
S(x˜(ξ)), (3.47)
Odtod lahko izračunamo značilno dolžino Rs [enačba (1.2)]. Potek Rs za tripre-
delčno obliko iz treh krhljev kaže slika 3.11a.
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(b) (c)
1.
1.
1.
1.
(a)
+
ξ ξ
ξ=-0.6 ξ=0 ξ=0.6
Slika 3.11: Potek Rs za različne položaje trojnega roba glede na središče pri obliki TS (b).
S prekinjeno črto so označene vrednosti limitnih primerov. Z leve: ekvatorialna oblika
CC pri ξ = −1, trije enaki razdelki pri ξ = 0 in primer, ko je ξ = 1 in sta steni A12
okrogli. Rumene točke označujejo vrednost Rs za oblike na sliki (a); z leve ξ = −0.6, 0 in
0.6. Slika (c) prikazuje dolžino robov v odvisnosti od parametra.
Pri obliki TS imajo vsi robovi enak (pozitiven) predznak ukrivljenosti. Skupna
dolžina robov L+ (slika 3.8b in 3.11c) je sestavljena iz treh prispevkov:
L+ = L+| + 2× L+12 + L+11, (3.48)
kjer L+| označuje dolžino trojnega roba, L
+
12 dolžino zunanjega roba stene med
dvema različnima predelkoma in L+11 dolžina zunanjega roba stene med enakima
predelkoma. Dolžino L+| = 2
√
1− ξ2 poiščemo s Pitagorovim izrekom. Ostale
dolžine so podane s ciklometričnimi funkcijami
L+11 = 2 arccos ξ ter L
+
12 = pi + 2 arcsin
(
ξ
2
√
1− 3ξ2/4
)
. (3.49)
Potek skupne dolžine robov prikaže slika 3.11c. Za preverbo lahko izračunamo
dolžine robov v vseh treh limitnih primerih. Ko je ξ = 0, imamo tri enake polkrožne
obroče ter rob skozi središče, tako da je L+ξ=0 = 2 + 3 × pi. Če je oblika v limiti
ekvatorialne oblike CC, imamo en krožni zunanji rob z dolžino L+ξ=−1 = 2pi. V
temu nasprotnem primeru s ξ = 1 imamo dva krožna zunanja robova z radijem
r˜ξ=1 = 1/2, kar da L+ξ=1 = 2× pi.
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Ko dosežemo limito ξ = 1, tako da je predelek 2 največji, se oblika prelevi v
dvojno CC obliko z oznako CC2 (slika 3.12). Manjša krhlja (predelka 1) opišemo
s podobnim formalizmom kot v primeru oblike CC. Površina oblike je seštevek
prispevkov zunanjega dela in dveh okroglih sten
ACC2 = 4pi + 2× 2pi(1− z20). (3.50)
Odtod sledi značilna dolžina [enačba (1.2)]
RCC2s =
√
2− z20 . (3.51)
Dolžina dveh krožnih zunanjih robov je
L+CC2 = 2× 2pi
√
1− z20 (3.52)
in reducirana dolžina robov
`+CC2 =
2× 2pi
√
1− z20√
2− z20
. (3.53)
Kot v primeru oblike CC tudi tu upogibna energija izvira iz robov in iz konstantnega
prispevka zunanjega dela.
(a) (b)
predelek 2 predelek 2
predelek 1
predelek 1
predelek 1
pre
del
ek 
1
Slika 3.12: Shematski prikaz pomika predelkov 1 vstran, ko parameter ξ doseže maksi-
malno vrednost (a). Takrat je dolžina trojnega roba L+| = 0 in se oblika prelevi v obliko
CC2 (b).
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Oblika CCS
Naslednja eksperimentalno opažena trirazdelčna oblika je sestavljena iz dveh enakih
hemisferičnih kap in sfere v središču (slika 3.13a) in jo označimo z angleško kratico
CCS (cap-cap-sphere). Parameter oblike je polmer sfere v središču, ki ga označimo
s ξ ∈ [0, 1]. Površina vezikla je seštevek površin dvojne stene sfere v središču in
ploskev v ekvatorialni ravnini ter zunanjega sferičnega dela
ACCS = 4pi(1 + 2ξ
2) + 2pi(1− ξ2), (3.54)
odkoder sledi vrednost značilne razdalje
RCCSs =
√
1 + 2ξ2 + (1− ξ2)/2 =
√
3
2︸︷︷︸
CC
√
1 + ξ2. (3.55)
Faktor, označen s CC, je značilna dolžina ekvatorialne oblike CC [enačba (3.2)].
V limiti ξ → 1 je značilna dolžina RCCSs enaka limitni za dvojni stomatocit, ko je
polmer invaginirane sfere z dvojno steno enak polmeru ograditve. Dolžina robov s
(a) (b)
notranji rob
zunanji rob
hemisferična
kapa sfera v središču
Slika 3.13: Oblika CCS s sfero polmera ξ = 0.4 (a). Slika (b) prikazuje oba robova, ki
vplivata na vrednost ∆a: zunanji ekvatorialni rob s polmerom 1 in notranji rob, ki ima
polmer približno enak polmeru ξ notranje sfere, saj poteka vzdolž njenega ekvatorja.
pozitivno ukrivljenostjo je seštevek dolžin roba vzdolž ekvatorja ograditve ter sfere
v središču (slika 3.13b)
L+CCS = 2pi(1 + ξ) (3.56)
oziroma
`+CCS =
2pi(1 + ξ)√
3/2
√
1 + ξ2
. (3.57)
54
3.1. OBLIKE
V limiti ξ → 1 ima oblika CCS enako reducirano prostornino kot dvojni stomatocit,
vendar ima za δ∆a = pi/2
√
3 večjo reducirano razliko površin ∆a, kar je posledica
ozke ekvatorialne zareze. Zareza je sestavljena iz zunanjega ekvatorialnega roba in
notranjega roba enake dolžine.
3.1.3 Oblike z invaginiranim diskocitom (Dn)
Za vrednosti ∆a, manjše od 1, potrebujemo odseke membrane z negativno pov-
prečno ukrivljenostjo H. Edini rob, ki manjša vrednost ∆a, je rob U. Oblika z
na pogled manjšim ∆a, ki je bila eksperimentalno opažena [23], je sestavljena iz
sfere in invaginiranega diskocita (slika 3.14a). Načeloma lahko tvorimo oblike s
(a) (b)
 ξ
 ξ
 ξ
notranji
rob U
invaginirana 
diskocita
Slika 3.14: Rob U poteka pri enojnem invaginiranem diskocitu vzdolž krožne ploskve
s polmerom ξ (a). Največjo površino dosežemo pri ξ = 1, ko invaginirani diskocit leži
v ekvatorialni ravnini in deli votlino na dva enaka dela. Še večjo površino dosežemo z
dvojnim invaginiranim diskocitom (b).
poljubnim številom enakih invaginiranih diskocitov. Obliko označimo z Dn (D kot
diskocit), kjer je n število invaginiranih diskocitov. Površina vezikla je seštevek
površine zunanjega dela in invaginiranih diskocitov
ADn = 4pi + 2piξ
2n, (3.58)
kjer je ξ polmer posameznega invaginiranega diskocita (slika 3.14) in n število
invaginiranih diskocitov. Značilna razdalja je podana z
RDns =
√
1 +
ξ2n
2
. (3.59)
Posamezni invaginirani diskocit ima krožni rob U, katerega dolžina je 2piξ. Odtod
sledi skupna dolžina robov z negativno ukrivljenostjo
L−Dn = 2piξn. (3.60)
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Oblika z invaginiranim diskocitom je analogna obliki CC; najmanjša možna vre-
dnost reducirane prostornine brez modulacije stene je enaka za obe obliki. Obliki
se razlikujeta po ∆a in upogibni energiji, ki je v limiti visokega polnilnega razmerja
večja pri obliki D [enačba (2.41)].
3.1.4 Oblike s kombiniranimi robovi
Oblike s kombiniranimi robovi imajo robove z ukrivljenostma obeh predznakov
`+, `− 6= 0. V faznem diagramu BC se nahajajo v mejnem območju v okolici sepa-
ratrise (slika 3.1). V nadaljevanju predstavimo obliko, ki je bila eksperimentalno
opažena [23], in razložimo, zakaj nekaterih drugih možnih oblik niso videli.
Premaknjena oblika U
Premaknjena oblika U, ki jo označimo z U′, je sestavljena iz zunanjega dela in
invaginirane stene, ki vezikla ne predeli (slika 3.15). Oblika ima tako zgolj zožitev in
samo en predelek. Oblika je dvoparametrična: parameter ξ meri relativno globino
z
 ξ√1−z 2
notranji 
rob U zunanji rob
Slika 3.15: Parametrizacija oblike U′. Parameter z določa odmik stene od ekvatorialne
ravnine (zamejena s prekinjeno črno črto), medtem ko znaša globina stene ξ
√
1− z2.
stene, z pa njeno oddaljenost od ekvatorialne ravnine. Površina vezikla je
AU′ = 4pi + 2S(ξ)
√
1− z2, (3.61)
kjer smo uporabili v razdelku 3.1.2 definirano funkcijo S [enačba (3.44)]. Oblika U′
ima pozitivno ukrivljen zunanji rob, ki je oblike krožnega loka. Negativno ukrivljeni
rob je raven in poveže oba konca zunanjega roba (slika 3.15).
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Izračun ob sliki da
`+U′ =
2
RU′s
√
1− z2 arccos(1− ξ), (3.62a)
`−U′ =
2
RU′s
√
1− z2
√
ξ(2− ξ), (3.62b)
kjer velja definicija RU′s =
√
AU′/4pi. Rezultat preverimo v limiti ξ = 2; prema-
knjena oblika U′ preide v obliko CC, saj invaginacija predeli vezikel na oddaljenosti
z od ekvatorialne ravnine. Takrat je `−U′ = 0 in `
+
U′ = 2pi
√
1− z2, kar se ujema z
enačbo (3.3). Ker je oblika dvoparametrična, ima lahko oblika različno vrednost
∆a pri danem v in obratno.
Nepopolna oblika CC
Če si ogledamo oblike prostih veziklov, se v določenem območju diagrama BC
pojavi hruškata oblika [15]. Naivno bi mislili, da ob ograditvi ta oblika preide v
obliko, prikazano na sliki 3.16, torej nepopolno obliko CC [angleško incomplete cap-
cap shape (ICC)]. Površino slednje izračunamo na preprostejši način kot v primeru
z
2ξ
zunanji rob
notranji 
rob U
Slika 3.16: Parametrizacija nepopolne oblike CC: ξ meri širino odprtine, z določa odda-
ljenost ravnine z izsekom od ekvatorialne ravnine (prekinjena črna črta).
premaknjene oblike U′
AICC = 4pi + 2pi
√
1− z2(1− ξ2). (3.63)
Vezikel ima en zunanji krožni rob in en notranji krožni rob U. Dolžina obeh robov
je podana z
`+ICC =
2pi
RICCs
√
1− z2, (3.64a)
`−ICC =
2piξ
RICCs
√
1− z2, (3.64b)
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kjer je RICCs izračunan po definiciji [enačba (1.2)]. Oblike pri numeričnih simu-
lacijah in pri eksperimentih ne opazimo. Razlago za to lahko poiščemo v sklopu
predstavljene teorije. Najprej si lahko ogledamo fazni diagram BC obeh oblik
(slika 3.17a). Primerjava energij obeh oblik nad ravnino (∆a, v) na sliki 3.17b po-
kaže, da je nepopolna CC oblika nestabilna, saj ima po celotnem območju večjo
energijo kot oblika U′. Rezultat lahko razložimo intuitivno. V izrazu za reducirano
razliko površin ∆a je ta sorazmerna z razliko reduciranih dolžin robov ∆a ∝ `+−`−
[enačba (2.17)]. Ker lahko dano razliko `+ − `− dosežemo na več načinov, bo ugo-
dnejši tisti, ki bo imel krajše robove in zato manjšo energijo [enačba (2.37)].
∆a
v
∆
ICC
U'
(a) (b)
1.10 ∆a
Slika 3.17: Fazni diagram BC kaže, da so vse možne vrednosti v in ∆a oblik ICC (te-
mnejši odtenek, območje je zamejeno s prekinjeno črto) znotraj možnih vrednosti oblik
U′ (svetlejši odtenek). Primerjava upogibnih energij obeh oblik pri v = 0.75 pokaže, da
je energija oblik ICC (prekinjena črta) večja od energij oblik U′ (polna črta) pri danem
∆a iz intervala, ki je označen z rumeno prekinjeno črto (b).
3.2 Fazni diagram BC
Medsebojno razmerje oblik je dobro vidno na faznem diagramu BC. Vanj vrišemo
dosegljiva območja faznega prostora za posamezne limitne oblike. Za enoparame-
trične oblike je dosegljivo fazno območje črta, za dvoparametrične pa ploskev. Kot
pri prostih veziklih je tudi pri ograjenih med posameznimi območji limitnih oblik
kontinuum stanj, ki jih naša analiza ne vključuje. Pri izrisu faznih območij oblik
se opremo na izraze za reducirano prostornino v in reducirano razliko površin ∆a,
ki smo jih izpeljali v razdelku 3.1.
Približek tesne ograditve dobro velja za visoka polnilna razmerja in postane
točen v limiti η → 1, zato fazni diagram BC izrišemo pri η = 1 (slika 3.18). S tem
si tudi olajšamo primerjavo s prostimi vezikli.
Fazni diagram ograjenih oblik potrdi predvidevanja iz razdelka 3.1 (slika 3.1).
Opazimo, da so oblike, ki imajo le robove z negativno ukrivljenostjo [invaginirani
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Slika 3.18: Fazni diagram BC limitnih oblik ograjenih veziklov. Puščice prikazujejo
naraščanje vrednosti parametra enoparametričnih oblik, prekinjene puščice pa narašča-
nje drugega parametra dvoparametričnih limitnih oblik ograjenih veziklov [premaknjene
oblike U′ ter sedlaste (S), dolinaste (V) in parabolične (P) inačice oblike CC]. Končne in
razcepne točke faznih črt so označene z majhnimi rumenimi krogi in rimskimi številka-
mi (i)-(viii).
dvojni diskocit (D2) in invaginirani diskocit (D)], pri vrednostih ∆a < v1/3 in torej
levo od separatrise (slika 3.18), ki jo definira fazna črta oblike DS in ki izhaja iz
točke (i). V bližini separatrise se nahaja fazna ploskev oblike U′, ki je oblika s
kombiniranimi robovi. Ta ploskev zvezno preide v območje parabolične oblike CC,
ki je zaradi približnega računa reducirane razlike površin ∆a in reducirane prostor-
nine v izrisana s sivino pojemajočega kontrasta. Če dani točki (∆a, v) ustrezata
tako oblika s kombiniranimi robovi kot oblika s samo pozitivno ukrivljenimi robovi
primerljive dolžine, bo energijsko ugodnejša slednja, kar narekuje enačba (2.42).
S parabolično obliko CC se prične območje oblik z robovi samo pozitivnega
predznaka. Ta zvezno preide v običajno planarno obliko CC, kjer predelka deli
ravna stena. Parabolična CC oblika ima lahko pri isti reducirani prostornini v
manjšo reducirano razliko površin ∆a, saj ima parabolična stena krajši zunanji rob
kot planarna oblika CC pri isti površini. Večjo reducirano razliko površin ∆a pri
dani reducirani prostornini kot planarna oblika CC ima sedlasta oblika CC, saj
si lahko predstavljamo, da je rob periodično moduliran z majhno amplitudo ∼ α′
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[enačba (3.16)] in ima zato daljši zunanji rob kot planarna oblika CC. Nekje vmes je
dolinasta oblika CC, katere fazna ploskev je skoraj degenerirana v črto, nalegajočo
na tisto, ki pripada planarni obliki CC. Zdi se, da tovrsten upogib stene ne vpliva
bistveno na širitev fazne ploskve. Vsi trije načini upogiba stene dvopredelčne oblike
vodijo k manjšim reduciranim prostorninam v, razlikujejo pa se po vplivu na dolžino
robov. Črti oblik CC in U′ konvergirata k točki (v), ki ustreza hemisferični obliki
CC z ∆a ≈ 1.46 in v ≈ 0.54 (slika 3.19).
Slika 3.19: Končne in razcepne točke faznih črt s pripadajočimi oblikami. Leva polovica
slike prikazuje sferični vezikel [(i); ∆a = 1, v = 1], invaginirani diskocit (D) s plosko in-
vaginacijo [(ii); ∆a = 0.18, v = 0.54], dvojni invaginirani diskocit (D2) z dvema ploskima
invaginacijama [(iii); ∆a = −0.40, v = 0.35] in dvojni stomatocit (DS) s koncentričnima
sferičnima invaginacijama [(iv); ∆a = 0.58, v = 0.19]; polmer vseh invaginacij je infinite-
zimalno manjši od polmera votline. Na desni polovici je simetrična oblika CC, ki jo tvorita
enaka hemisferična predelka [(iv); ∆a = 1.46, v = 0.54], simetrični triklinski iz treh ena-
kih krhljev [(vi); ∆a = 1.84, v = 0.43], mejna oblika med dvojno cap-cap obliko (CC2) in
triklinom tipa 2 (TS), kjer je dolžina trojnega roba 0 [(vii); ∆a = 1.6, v = 0.72] ter oblika
cap-cap-sphere (CCS), pri kateri je polmer osrednje sferične invaginacije infinitezimalno
manjši od polmera votline [(vii); ∆a = 1.48, v = 0.19].
Vrednosti reducirane prostornine v, manjše od 0.54 [točka (v)], terjajo dodatno
povečanje površine vezikla [enačba (2.5)], kar je poleg deformacije stene mogoče
doseči tudi s tvorbo tretjega predelka. Dvopredelčne oblike preidejo iz točke (v) na
faznem diagramu BC v tripredelčne oblike preko dveh krivulj. Dodatni predelek je
lahko bodisi sfera z dvojno steno v središču vezikla (CCS) bodisi krhljast predelek
triklinske oblike (TS). Oblika CCS obstaja v razponu reduciranih prostornin med
≈ 0.54 in ≈ 0.19 (slika 3.19); spodnja meja je enaka kot pri dvojnem stomatocitu
(DS). Triklin tipa 1 z enim majhnim in dvema velikima predelkoma ima pri isti
reducirani prostornini daljše robove od oblike CCS. Obliki TS se vzdolž črte tipa
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1 veča predelek 2, dokler ne preide v simetrično obliko s tremi enakimi predelki v
točki (vi), kjer dosežemo skrajni vrednosti reducirane prostornine v in reducirane
razlike površin ∆a. S triklinom tipa 2 iz enega velikega in dveh majhnih predelkov
dobimo zaporedje oblik, ki povezuje simetrični triklin [točka (vi)] in dvojno CC
obliko [točka (vii)].
Na faznem diagramu (slika 3.18) in sliki 3.19 vidimo, zakaj sta si obliki D
in CC analogni; končni točki krivulj (ii) in (v) sta pri isti reducirani prostornini
vii,v =
√
2/3
3 ≈ 0.54, a se za pi/√6 ≈ 1.28 razlikujeta po reducirani razliki povr-
šin ∆a. Fazni črti nista simetrični glede na izhodiščno točko (i). Povečanje površine
zmanjša reducirano razliko površin, saj je ∆a ∝ 1/√A, zato je pri invaginiranem
diskocitu odmik končne (ii) točke od začetne (i) večji kot pri obliki CC (v).
Fazni diagram BC limitnih oblik ograjenih veziklov je kvalitativno v marsičem
soroden faznemu diagramu prostih veziklov (slika 1.11). Na sliki 3.20 je diagram
ograjenih veziklov v limiti η → 1 ter tisti za proste vezikle; ravnino (∆a, v) smo
zaradi preglednosti razdelili na dve območji, ki jih bomo obravnavali ločeno. Ne-
območje 2
∆
območje 1
Slika 3.20: Fazna diagrama BC ograjenih (polne črte) in prostih veziklov (prekinjene
črte). Zaradi boljše preglednosti je diagram razdeljen na dve območji. Oznake oblik smo
odstranili. Majhen rumen krog označuje izhodiščno točko (1, 1).
katere limitne oblike prostih in ograjenih veziklov so analogne druga drugi, tako
da dana limitna oblika prostih veziklov preide pri η → 1 v analogno limitno obliko
ograjenih veziklov.
Območje 1 vsebuje limitne oblike ograjenih veziklov z robovi negativne ukri-
vljenosti in njim analogne limitne oblike prostih veziklov (slika 3.21). Prehod med
analognimi oblikami je dokaj nazoren. Mislimo si, da se posamezna prazna sferična
invaginacija stomatocita (slika 3.22a) oziroma sfere z dvema sferičnima invagina-
cijama ob večanju polnilnega razmerja najprej splošči v oblaten sferoid (b). Ob
nadaljnjem večanju η se površina oblatnega sferoida vboči v prazno notranjost, se
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Slika 3.21: Območje 1 faznega diagrama BC ograjenih in prostih veziklov. Iz izhodiščne
točke (i) potekajo fazne črte ograjenih (polne črte) in prostih oblik (prekinjene črte). Pre-
kinjena puščica prikazuje, kako stomatocit s sferičnim brstom preide v dvojni stomatocit.
Puščice skicirajo pomik točke fazne črte ob večanju polnilnega razmerja. Končne točke
so označene z (ii), (iii) in (iv) za ograjene ter z (ii’) in (iii’) za proste vezikle. S krepkim
tiskom so zapisana imena limitnih oblik prostih veziklov.
dotakne nasprotne ploskve in s tem nakaže krožen rob U (slika 3.22c). Limitiranje
η → 1 končno definira konturo roba U in izravna stikajoča se membranska odseka
(slika 3.22d). Stomatocit, katerega sferična invaginacija ima enak polmer kot zu-
nanja sferična membrana, ima reducirano prostornino 0 [točka (ii’) na sliki 3.21],
saj je takrat prostornina vezikla 0.
Ograjeni vezikli imajo neničelno prostornino in dosežejo manjše reducirane pro-
stornine samo z večanjem površine. Zato si lahko predstavljamo, da se fazna črta
odmakne od premice v = 0 in se v limiti η → 1 konča v točki (ii). Konceptualno
transformacijo označujejo puščice na sliki 3.21. Sfera z dvema sferičnima invagina-
cijama ne doseže reducirane prostornine v = 0, saj je največji polmer obeh sferičnih
invaginacij 0.5. Ko sploščimo obe invaginaciji v diskocita [(iii’) → (iii)], se fazna
črta pomakne k manjšim vrednostim reducirane razlike površin ∆a in reducirane
prostornine v.
Območje 2 faznega diagrama kaže bolj poenoteno sliko limite η → 1. Z veča-
njem polnilnega razmerja se limitne oblike prostih veziklov pomaknejo k manjšim
reduciranim prostorninam (slika 3.23). Premik lahko razložimo kot prehod med
oblikami, sestavljenimi iz sferičnih gradnikov, ki imajo veliko razmerje V/A in so
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(a) (b) (c) (d)
naraščajoče polnilno razmerje 
prosti vezikli delno ograjeni vezikli tesno ograjeni vezikli
Slika 3.22: Sploščitev prazne sferične invaginacije (a) poteka v več fazah: oblatne (b),
diskocitne (c) in sploščene diskocitne (d). Praznina (lumen) invaginacije je osenčena.
Puščice nakazujejo, kako se invaginirani del membrane postopoma sploščuje.
značilne za proste vezikle, k oblikam iz gradnikov majhne posamične reducirane
prostornine, kot so krhlji ali stene. Zato imajo limitne oblike ograjenih veziklov
manjšo reducirano prostornino kot limitne oblike prostih analogov. Po drugi strani
večanje polnilnega razmerja poudari deformacijo robov, kar poveča razlike med
oblikami v ∆a.
Pomik faznih črt k manjšim reduciranim prostorninam je najbolj viden pri črti
limitnih oblik prostih veziklov, ki poteka skozi točke (i) → (v’) → (vi’), v črto
utreznih limitnih oblik ograjenih veziklov (i)→ (v)→ (vi). Ob večanju polnilnega
razmerja se hruškasta oblika (angleško pear) prelevi v obliko U′ (razdelek 3.1.4). Pri
tem se pojavi negativno ukrivljen rob, kar pomakne obliko k manjšim ∆a. Prehod
med točkama (v’) in (v) si predstavljamo kot postopno ploščenje dveh sferičnih
predelkov prostega vezikla. Ob povečanju polnilnega razmerja se njun stik najprej
razširi v okroglo ravno ploskev, katere polmer se v limiti η → 1 poveča, dokler ne
sega čez celotno ekvatorialno ravnino (slika 3.24).
Na podoben način si predstavljamo prehod med limitno obliko prostih veziklov
iz sfere z dvema večjima sferičnima brstoma; ob zvečanju polnilnega razmerja se
brsta sploščita v hemisferična pokrova in objameta manjšo sfero (slika 3.25a). Točka
(vi”) s koordinatama (1.56, 0.3) oblike CCS je analogna točki (vi’), saj imajo tu
vsi trije predelki enako prostornino. Opisani prehod ni edini možen; če se brsta
pomakneta na rob votline in vsi trije predelki postanejo krhljasti, dobimo obliko
TS tipa 1 z dvema velikima krhljema in enim manjšim (slika 3.25b). Predelki so
enaki v točki (vi), ki je analogna točki limitnih oblik prostih veziklov (vi’), v kateri
imamo vezikel iz treh enakih sfer.
V delu smo obravnavali samo možnih nekaj dvoparametričnih oblik. V splošnem
lahko vsaki obliki dodamo parameter, ki omogoči opis neke podrobnosti. Dodali
bi lahko modulacijo sten invaginiranih diskocitov, kar terja podobno obravnavo
kot inačice S, V in P oblike CC. V primeru oblike CCS bi lahko vključili premik
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Slika 3.23: Območje 2 faznega diagrama BC ograjenih in prostih veziklov. Iz izhodiščne
točke (i) potekajo fazne črte ograjenih (polne črte) in prostih oblik (prekinjene črte). V
tem območju se nahajajo limitne oblike prostih veziklov z evaginacijami. V splošnem se
črta izbrane oblike ob ograditvi sesede proti manjšim vrednostim reducirane prostornine
v. Smer transformacije ob večanje polnilnega razmerja je označena s puščicami. Končne
točke so označene z (v), (vi) in (viii) za ograjene ter z (v’), (vi’) in (viii’) za proste
vezikle. Za boljšo preglednost smo odstranjenili ploskve dvoparametričnih oblik, ohranili
pa smo mejne črte ploskev (za hruško in za obliko U′). Na vrhu diagrama so nanizane
limitne oblike prostih veziklov iz krogel dveh velikosti, od katerih je manjša (t.i. brst)
lahko bodisi invaginirana bodisi evaginirana. Teh oblik zaradi preglednosti nismo označili
z imeni; izpostavili smo le hruško, ki jo tvorita krogelna odseka.
ekvatorialne ravnine v vertikalni smeri, kar bi razširilo fazno črto v ploskev, ujeto
med črto oblike DS in CCS. Prav tako bi lahko dodali nepopolno zarezo vzdolž
ekvatorja pri dvojnem stomatocitu (DS), kar bi ponovno razširilo črto v ploskev.
Na nekoliko bolj načelni ravni lahko vpeljavo dvoparametričnih limitnih ograje-
nih oblik utemeljimo takole. Pri prostih veziklih se je pri konstrukciji limitnih oblik
naravno opreti na sferične ploskve, ki imajo od vseh ukrivljenih oblik najmanjšo
upogibno energijo. Ograjene vezikle bi prav tako lahko opisali le z enoparametrič-
nimi osnovnimi limitnimi oblikami iz sferičnih in ravnih ploskev, ki tvorijo enoten
sistem, vendar je razširitev na dvoparametrične oblike smiselna iz dveh razlogov.
Pri nekaterih dvoparametričnih oblikah, kakršna je npr. oblika U′, predstavlja
drugi parameter naravno poslošitev osnovne oblike, v tem primeru U. Pri drugih
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(a) (b) (c) (d)
naraščajoče polnilno razmerje 
prosti vezikli delno ograjeni vezikli tesno ograjeni vezikli
Slika 3.24: Polnilno razmerje je limitni parameter: ob večanju preidemo od prostih
veziklov z η ≈ 0 (a) preko vmesne faze delno ograjenih veziklov (b in c) do tesno ograjenih
veziklov z η ≈ 1 (d). Tu je prikazana transformacija prostega vezikla iz enakih sfer v
simetrično obliko CC iz enakih hemisfer.
Slika 3.25: Transformacija med limitno obliko prostih veziklov iz dveh enakih in ene
manjše sfere v obliko CCS (a) oziroma TS tipa 1 (b). Polne puščice prikazujejo smer
pomika posameznih delov vezikla, prekinjene pa gradnike, analogne drug drugemu.
[npr. pri sedlasti (S), dolinasti (V) ali parabolični (P) inačici oblike CC] je dodatni
parameter povezan z neravno obliko stene, katere ukrivljenost in s tem upogibna
energija sta istega reda velikosti kot pri sferični membrani.
Analogije med limitnimi oblikami ograjenih in prostih veziklov so uporabne,
saj eksperimentalno opažene oblike ograjenih veziklov nimajo zelo velikega polnil-
nega razmerja. Konceptualna transformacija med obema limitama nam pomaga
pri umestitivi eksperimentalnih rezultatov v fazni diagram BC in razumevanje mo-
rebitnih odstopanj med teoretičnimi napovedmi in eksperimentalnimi podatki.
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3.3 Fazni diagram ADE
Fazni diagram ADE izračunamo pri končni vrednosti reducirane nelokalne upogibne
konstante q in znanem polnilnem razmerju η < 1. Izračun oblike z najmanjšo ener-
gijo v točki (∆a0, v) faznega diagrama ADE terja numerično delo; natančnejši opis
algoritma je v dodatku B. V faznem diagramu ADE želimo izrisati fazna območja
stabilnosti v ravnini, napeti na ∆a0 in v. Če bi se omejili na enoparametrične
oblike, bi prevedli problem iskanja prehodne vrednosti ∆a0 med dvema oblikama
pri dani reducirani prostornini na izračun presečišča dveh parabol. Velja namreč,
da je celotna upogibna energija teh limitnih oblik [enačba (2.42)] dana z
w = wb(v) + q [∆a(v)−∆a0]2 , (3.65)
kjer sta ∆a(v) reducirana razlika površin in wb(v) upogibna energija vezikla pri
znanem v, saj je vsaka enoparametrična oblika enolično določena z reducirano
prostornino. Denimo, da imamo dve limitni obliki A in B ter nas zanima točka
prehoda ∆aAB0 , v kateri se konča območje ene oblike in prične območje druge. Če
je wib(v) upogibna energija in ∆ai(v) reducirana razlika površina i-te oblike, je točka
prehoda dana z
∆aAB0 =
wBb (v)− wAb (v)
2q [∆aB(v)−∆aA(v)] +
∆aA(v) + ∆aB(v)
2
. (3.66)
Opazimo, da je točka prehoda blizu aritmetične sredine pri oblikah s približno enako
upogibno energijo pri dani reducirani prostornini oziroma v limiti q →∞ pri mo-
delu sklopljenih plasti (BC). Enako energijo pri dani reducirani prostornini v imajo
oblike z robovi ene vrste [enačbi (2.39) in (2.40)] in z ravnimi stenami, zato lahko
za te oblike ocenimo separatrise med faznimi območji. Dvoparametrične oblike
zahtevajo temeljitejše numerično delo (dodatek B). Pomembno je, da izračunamo
fazni diagram ADE pri velikem polnilnem razmerju η → 1, saj ta limita upraviči v
prejšnjih razdelkih zapisane izraze. Polnilno razmerje mora biti manjše od 1, saj v
nasprotnem primeru energija robov divergira [enačba (2.36)].
Fazni diagram ADE, izračunan pri reducirani nelokalni upogibni konstanti q = pi
in polnilnem razmerju η = 0.92, je na sliki 3.26. Takšen q smo izbrali zaradi
primerjave rezultatov s člankom [23]; primernejši q, kakršnega dajo eksperimenti,
je nekaj manjši in sicer med 2 in 3 [15, 19, 20]. Opazimo, da imajo območja dokaj
ostre robove, kar je posledica mejnih vrednosti reducirane prostornine posameznih
oblik. Na primeru oblike U′ vidimo, da dodatni parameter zgladi robove območja.
Vidimo, da območje oblike DS zavzema velik del faznega diagrama; ker je pol-
nilno razmerje η = 0.92 dokaj veliko, je lokalna upogibna energija oblik z robovi
velika v primerjavi z energijo oblike DS wDSb = 3 [enačba (2.42). Ohranja se hie-
rarhija oblik s faznega diagrama BC, saj ob večanju reducirane ravnovesne razlike
površin prehajamo od oblik z negativno ukrivljenimi robovi (D in D2) preko obmo-
čji veziklov s kombiniranimi robovi (U′) oziroma brez njih (DS) do oblik s pozitivno
ukrivljenimi robovi (CC z ravno oziroma ukrivljeno steno, CC2, CCS in TS).
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Slika 3.26: Fazni diagram ADE pri polnilnem razmerju η = 0.92 in q = pi. Območja
oblik so označena z oznakami iz prejšnjih razdelkov in barvami, ki veljajo tudi v nada-
ljevanju. Puščice s črkovnimi oznakami označujejo, v kateri smeri prevladuje posamezna
dvoparametrična inačica oblike CC.
Pri izračunu faznega diagrama nismo upoštevali omejene veljavnosti približka
tesne ograditve. Približek ne velja za oblike s tesno zavitimi robovi, zato taka
območja ocenimo (slika 3.27). Primerjava med numerično izračunanim faznim di-
agramom iz članka [23] in našo napovedjo pokaže dobro ujemanje. Približen mo-
del ohranja opažena razmerja med oblikami veziklov ter kvalitativno reproducira
oblike območij. Glavna hiba, ki jo pokaže primerjava, je slabše ujemanje pri večjih
vrednostih reducirane prostornine v, saj so takrat robovi predelkov zelo zaviti in
naš približek tesne ograditve ne velja. Primerjava tudi ni dobro definirana, saj so
numerično izračunane oblike iz tega članka zaradi narave simulacijskega postopka
(razdelek 1.4) pri različnih polnilnih razmerjih in ne pri enem samem η kot v naši
analizi. Ko izračunamo območja stabilnosti oblik pri različnih parametrih, lahko
preučimo vpliv le-teh na potek fizikalnih količin in hkrati preverimo delovanje nu-
meričnega algoritma. Najprej spreminjamo vrednost reducirane nelokalne upogibne
konstante q, kot so to storili v članku [19]. V našem primeru smo izračunali fazni
diagram pri konstantnem polnilnem razmerju η = 0.92 in s fizikalno smiselnimi
vrednostmi q = 2, 2.5 ter pi (slika 3.28a).
Opazimo, da se odvisnost ∆a(∆a0) pomakne k ∆a = ∆a0, kar je res v limiti
modela sklopljenih plasti (razdelek 1.3). Domnevo potrdimo z izračunom v tej
limiti: pri q = 20 (slika 3.28b) vidimo, da se odseka krivulje ∆a(∆a0), ki ustre-
zata dvoparametričnima oblikama U vključno z U′ in sedlasti inačici oblike CC,
dokaj približata premici ∆a = ∆a0. To je ponovno analogija s prostimi vezikli
(slika 1.10b), kjer so opazili enako obnašanje [19].
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Slika 3.27: Ocenjena območja omejene veljavnosti približka tesne ograditve zgoraj levo,
zgoraj desno in spodaj desno so označena s prekinjeno črto in puščicami, ki kažejo pri-
čakovano skrčitev območja oblike (a). Bela prekinjena črta označuje območje, kjer v
nadaljevanju (sliki 3.28 in 3.30) podrobneje preučimo prehode med oblikami in vpliv q.
Primerjano območje med teoretičnim (a) in numerično izračunanim faznim diagramom (b)
je označeno s črnim okvirjem. Parametri izračuna sta q = pi in η = 0.92.
D
U'
P CC
S
CC2
∆a0 ∆a0
∆a ∆a
(a) (b)
D2 D DS CC CC2
U' P S
Slika 3.28: Potek reducirane razlike površin ∆a(∆a0) pri različnih vrednostih q = 2
(pikasta črta), 2.5 (prekinjena črta) in pi (polna črta), polnilnem razmerju η = 0.92 (a)
in v = 0.78 z označenega območja na sliki 3.27a. Puščice označujejo območja stabilnosti
posameznih oblik pri q = pi. Limita sklopljenih plasti se pojavi pri visokih vrednostih q;
izračun s q = 20 (b; polna črta) je že dokaj blizu limite ∆a = ∆a0 (prekinjena črta).
Podoben izračun naredimo za različna polnilna razmerja pri istem q (slika 3.29).
Vidimo, da ima polnilno razmerje velik vpliv na območja stabilnosti posameznih
oblik. Divergenca upogibne energije robov poudari energijsko asimetrijo med obli-
kami z robovi U oziroma s pozitivno ukrivljenimi robovi [enačba (2.41)]. Območja
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oblik z robovi U se ob povečanju η neprimerno bolj skrčijo kot tista, ki pripadajo
veziklom s pozitivnimi robovi. Sočasno opazimo širitev območja dvojnega stoma-
tocita, kar je posledica manka robov. Upogibna energija oblike DS je wDSb = 3
in je neodvisna od η. V teoretični limiti η = 1 bi bila to edina stabilna oblika v
tem območju. Podrobnejšo analizo napravimo pri konstantni reducirani prostor-
nini vzdolž osi ∆a0 (označeno območje na slikah 3.27 in 3.29a-d). Opazimo, da
so pri začetnem η = 0.92 prisotne oblike D, U′, P, CC, S in CC2 (sliki 3.29a in
3.28a); oblike DS, ki sicer dominira v faznem diagramu, pri tem η v zaporedju ni.
Ob povečanju polnilnega razmerja na 0.94 se med oblikama D in U′ pojavi oblika
DS (slika 3.29b), izgine pa oblika CC2. Ob nadaljnjem povečanju η izgineta obliki
D in U′ (sliki 3.29c in d).
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Slika 3.29: Fazni diagram ADE
pri različnih vrednostih polnil-
nega razmerja η = 0.92 (a), 0.96
(b), 0.98 (c), 0.99 (c) in q =
pi. Polnilno razmerje je očitno
zelo pomemben parameter mo-
dela. Zaradi večanja upogibne
energije robov z η postanejo ener-
gijsko ugodne oblike s krajšimi ro-
bovi, saj je prispevek lokalne upo-
gibne energije večji od nelokal-
nega. Opazimo, da ob večanju η
iz faznega diagrama izginejo ne-
katere oblike, ki so prisotne pri
manjših η. Prekinjeni črti sta do-
dani za boljšo orientacijo.
70
3.4. OSMOZNI ŠOK
Potek energije limitnih oblik v modelu ADE v odvisnosti od ∆a0 za različne
vrednosti polnilnega razmerja prikazuje slika 3.30. Na sliki opazimo, da se energija
v splošnem zviša ob povečanju η. Navzgor je dvig energije omejen s parabolo
wmax = 3 + q[∆aDS(v)−∆a0]2, ki ustreza dvojnemu stomatocitu kot edini limitni
obliki brez robov. Ko energija limitne oblike z robovi doseže to vrednost pri dani
reducirani prostornini in ∆a0, oblika preide v dvojni stomatocit in se ji energija ne
povečuje več. To ilustrira, da lahko s spremembo polnilnega razmerja povzročimo
prehod ene oblike v drugo.
∆a0
w
0.99
0.980.96
0.92
0 1 2
Slika 3.30: Potek celotne upogibne energije vezikla v odvisnosti od polnilnega razmerja
prikaže večanje le-te. Ob dovolj velikem polnilnem razmerju energija doseže največjo
možno (rdeča črta), podano z wmax = 3 + q[∆aDS(v) − ∆a0]2. Krivulje w(∆a0, η) so
označene z vrednostjo η.
3.4 Osmozni šok
Spremembo polnilnega razmerja lahko eksperimentalno vsilimo preko t.i. osmo-
znega šoka – hipne spremembe v molarni koncentraciji. Denimo, da je ograjeni
vezikel, ujet v zunanji okrogel vezikel, v ravnovesju v raztopini z molarno koncen-
tracijo c0. Hidratacijski ovoj onemogoča oziroma otežuje prehajanje molekul to-
pljenca preko lipidne membrane. Sklepamo lahko, da se število molekul topljenca
znotraj posameznega vezikla ohranja. Število delcev v j-tem predelku je podano z
Nj = c
0
jV
0
j 6= Nj(t), (3.67)
kjer V 0j in c0j označujeta začetno vrednost prostornine in začetno koncentracijo.
V nadaljevanju podpisani indeks i označuje količine znotraj ograjenega vezikla,
m količine, ki se nanašajo na prostor med ograjenim in zunanjim veziklom, in
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e zunanje eksperimentalne parametre. Število molekul topljenca v posameznih
predelkih zapišemo kot
Ni = c0V
0
i = c0V
0
v η0, (3.68a)
Nm = c0V
0
m = c0V
0
v (1− η0), (3.68b)
kjer V 0v označuje začetno prostornino zunanjega vezikla. Količini Ni in Nm sta
konstanti; deljenje obeh enačb poda razmerje števila molekul topljenca, ki se tudi
ohranja
Ni
Nm
=
η0
1− η0 . (3.69)
Razlika koncentracij topljenca žene difuzijo vode preko membrane [26], zaradi česar
se spremenita prostornini Vi in Vm
dVi
dt
= −α(cm − ci), (3.70a)
dVm
dt
= −β
[
α
β
(ci − cm) + ce − cm
]
, (3.70b)
kjer je ce molarna koncentracija raztopine in α ter β koeficienta, ki opišeta hi-
trost difuzije molekul vode preko membrane. Koeficienta α in β sta odvisna od
prestopnosti membrane za molekule vode Σ ter od velikosti površin, preko katerih
prehajajo molekule vode Aiex in Amex:
α = AiexΣ ter β = A
m
exΣ. (3.71)
Predpostaviti smemo, da ograjeni vezikel izmenjuje molekule vode zgolj preko zu-
nanjega dela Aiex ≈ Amex, kar pomeni, da je α = β. Preko definicije [enačba (3.67)]
lahko izrazimo časovni odvod prostornine s časovnim odvodom molarne koncentra-
cije
dVj
dt
= −Nj
c2j
dcj
dt
, (3.72)
kar prepiše sistem enačb (3.70) v
dci
dt
=
α
Ni
(cmc
2
i − c3i ), (3.73a)
dcm
dt
=
α
Nm
[−2c3m + c2m(ce + ci)]. (3.73b)
Ugodna je vpeljava reducirane časovne skale, saj ta omogoča lažjo primerljivost
podobnih sistemov in koncentracij. Definiramo relativne koncentracije, merjene
glede na začetno koncentracijo c0: ci = xc0, cm = yc0 in ce = zc0, kjer so x, y in
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z realna števila. Nova časovna skala τ je podana s t = τNi/(αc30) = t0τ , v kateri
prepišemo sistem diferencialnih enačb (3.73) v
dx
dτ
= yx2 − x3, (3.74a)
dy
dτ
=
Ni
Nm
[−2y3 + y2(z + x)]. (3.74b)
Razmerje Ni/Nm izrazimo iz enačbe (3.69):
dx
dτ
= yx2 − x3, (3.75a)
dy
dτ
=
η0
1− η0 [−2y
3 + y2(z + x)]. (3.75b)
Zaradi stalnega števila molekul topljenca v posameznih predelkih [enačbi (3.68)],
lahko zapišemo kot
Ni
Nm
=
η0
1− η0 =
c0x(τ)η(τ)Vv(τ)
c0y(τ)Vv(τ) [1− η(τ)] , (3.76)
kar vodi do
η(τ)
1− η(τ) =
η0
1− η0
y(τ)
x(τ)︸ ︷︷ ︸
ψ(τ)
, (3.77)
kjer je η(τ) polnilno razmerje, odvisno od reduciranega časa. Iz enačbe (3.77) lahko
izrazimo η(τ) kot
η(τ) =
ψ(τ)
1 + ψ(τ)
. (3.78)
Parameter osmoznega šoka je relativna sprememba koncentracije z zunanjega
okolja ter začetno polnilno razmerje. Vpliv z na spremembo polnilnega razmerja je
prikazan na sliki 3.31. Opazimo, da je amplituda zvonaste krivulje odvisna od z in
sicer se poveča tem bolj, čim večja je relativna sprememba v koncentraciji zunanjega
okolja, hkrati pa večje vrednosti z skok polnilnega razmerja pospešijo. Začetno in
končno polnilno razmerje sta enaki, kar je razumljivo. Pri osmoznem ravnovesju se
ohranja razmerje prostornin, kar je direktna posledica konstantnega števila molekul
topljenca. Če želimo opazovati spremembo oblike med spreminjanjem polnilnega
razmerja zaradi osmoznega šoka, mora biti čas spreminjanja čim daljši. Trajanje je
odvisno od enote reduciranega časa t0 = Ni/(αc30). Število molekul topljenca Ni ≈
c0V
0
v = 4R
3
0c0/3, kjer je R0 polmer zunanjega sferičnega vezikla. Iz enačbe (3.71)
vidimo, da je α = 4piR20Σ, odkoder sledi
t0 =
4piR30c0/3
4piR20c
3
0Σ
∝ R0
c20Σ
. (3.79)
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0.880
z = 5
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Slika 3.31: Poteki polnilnih razmerij v odvisnosti od reduciranega časa τ za različne
relativne koncentracije, ki so pripisane h krivuljam, nazorno pokažejo odvisnost oblike
skoka polnilnega razmerja od z.
Z eksperimentalnega stališča je ugodno, da je proces dovolj počasen, kar zahteva
velike vezikle z membrano majhne prestopnosti Σ v raztopini z nizko začetno osmo-
larnostjo. Če privzamemo, da je zunanji vezikel (votlina) kljub zmanjšanju prostor-
nine še vedno skoraj sferičen, si lahko z uporabo faznega diagrama ADE (slika 3.29)
kvalitativno ponazorimo, kako se spreminja oblika vezikla med osmoznim šokom
(slika 3.32). Fazni prehod, ki ga povzročimo z osmoznim šokom, je možen na-
čin preverjanja predstavljene teorije. Opisani primer je zgolj okviren; natančnejši
pregled in eksperimentalna izvedba presegata namen tega dela.
Slika 3.32: Ob sliki 3.29 si predstavljamo, kako preide vezikel iz oblike U′ ob povečanju
polnilnega razmerja najprej v parabolično obliko CC. Ob nadaljnjem povečanju η zaradi
osmoznega šoka se manjši predelek ugrezne, stena se pa ukrivi v dvojni stomatocit (DS).
Ko dosežemo največjo vrednost polnilnega razmerja in začne vrednost le-tega padati, se
sekvenca ponovi v obratni smeri. Prikazana krivulja ustreza z = 40.
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Zaključek
V delu smo predstavili preprost model limitnih oblik ograjenih veziklov. Preko
približka tesne ograditve smo pokazali, da je ključen parameter problema polnilno
razmerje. Vpeljali smo osnovne gradnike limitnih oblik ograjenih veziklov. Stene
so pomembne zaradi velike površine in manj zaradi ukrivljenosti; kljub majhnemu
prispevku smo preučili tudi tega na primeru eksperimentalno opaženih oblik z upo-
gnjenimi stenami. Robovi smo opisali kot torusne odseke, ki so pomembni zaradi
svoje velike meridialne ukrivljenosti in manj zaradi lastne površine. Izpeljali smo
izraze, ki povežejo polmer robov s prostorninskim defektom in polnilnim razmer-
jem. Opirajoč se na približek tesne ograditve smo izpeljali analitične izraze za
reducirano prostornino, reducirano razliko površin in celotno upogibno energijo. V
sklopu predstavljenega modela smo opisali eksperimentalno opažene oblike, ki smo
jih umestili v fazna diagrama BC in ADE. Kljub preprostosti modela smo razlo-
žili hierarhijo oblik in kvalitativno reproducirali obliko območij v faznem diagramu
ADE iz članka [23]. Z variacijo polnilnega razmerja in reducirane upogibne kon-
stante lahko razložimo razhajanja med numeričnimi [23] in našimi rezultati. Zaradi
opaženega faznega prehoda v delu ponudimo tudi ohlapno napoved za nadaljnje
eksperimente: preko osmoznega šoka lahko začasno povečamo vrednost polnilnega
razmerja in izzovemo fazni prehod med oblikami vezikla.
Naslednja postaja k popolnejšemu mehanskemu opisu mitohondrijeve mem-
brane je variacija oblike toge votline, v katero ogradimo vezikel. Ta problem so že
preučili v članku [22] (slika 4.1). Sprememba votline terja popravek ključnih enačb
za reducirano prostornino v [enačba (2.5)] in prispevek zunanjega dela k reducirani
razliki površin [enačba (2.7)]. Kot v našem primeru sferične votline, bi bila pri
splošnejši obliki reducirana prostornina navzgor omejena z reducirano prostornino
votline. Pri računu prispevka robov k reducirani razliki površin smo zanemarili
ukrivljenost, ki je približno enakega reda kot ukrivljenost votline. Zato lahko skle-
pamo, da pristop k obravnavi robov ne bo zelo različen za dovolj gladke votline.
Prav tako smemo sklepati, da lahko ob istih predpostavkah izpeljemo analitično
zvezo med polnilnim razmerjem in reduciranim polmerom robov. Z enakim argu-
mentom lahko sklepamo, da obstaja dovolj enostaven izraz za upogibno energijo
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Slika 4.1: Stabilne oblike ograjenega vezikla v elipsoidni togi votlini z ekscentričnostjo
 = 1.5 [22]. Pri polnilnem razmerju η = 0.8 vidimo, kako vpliva vrednost relativne
površine a na deformacijo membrane. Pri a = 1.2 je invaginacija stomatocitna (a), na
katero elipsoidna votlina nima večjega vpliva. Ob povečanju relativne površine na a = 1.5
se invaginacija razširi vzdolž votline (b) in preide v dvojni stomatocit pri a = 1.6 (c).
vezikla v votlinah preprostih oblik, da se lahko izognemo zahtevnemu numeričnemu
delu.
Variacija oblike votline terja sistematično analizo, ki ponudi okviren pregled
nad možnimi konfiguracijami in že nakaže, katere so energijsko manj ugodne. To
se zdi smiseln korak pred vpeljavo gibke votline. Ta nas še za korak odmakne
od analitičnih zmožnosti, saj je analitičnost rešitev močno povezana z obstojem
vezi, ki na enostaven način povežejo količine med seboj. Če se opremo na opažene
oblike zunanje membrane mitohondrija (slika 4.2), lahko nadaljnji študij zasnujemo
v dveh smereh.
(a)
(b)
Slika 4.2: V naravi opazimo tako mitohondrije z izrazito podolgovato obliko zunanje
membrane (a) [27] ter sferične mitohondrije (b) [28].
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Opažene sferične mitohondrije (slika 4.2b) lahko opišemo v sklopu predsta-
vljenega modela. Zaradi velikega števila razsežnih sten bodo tovrstne oblike pri
majhnih reduciranih prostorninah kljub zelo velikemu polnilnemu razmerju. Veliko
število sten omogoča dolge robove obeh predznakov ukrivljenosti, kar nudi velik
razpon ∆a0. Verjetno se zdi, da bi fazni diagram lahko razdelili na odseke z ena-
kim številom predelkov, ki bi ohranjali hierarhijo predznaka robov, saj se ohranja
energijska asimetrija med robovi U in pozitivno ukrivljenimi robovi.
Druga limita so mitohondriji s podolgovato obliko (slika 4.2a). Zaradi podobno-
sti posameznih odsekov vzdolž mitohondrija lahko predpostavimo določeno mero
periodičnosti, če zanemarimo robne efekte. To je tudi učinkovita predpostavka
za numerične simulacije tovrstnih sistemov, saj lahko simuliramo samo en odsek
(slika 4.3). Zunanji in notranji membranski odsek bi imela različno površino, a
delne
invaginacije
popolne
invaginacije
a
a
a
a
(a)
(b)
Slika 4.3: Podolgovat mitohondrij (a) lahko sestavimo iz manjših odsekov (b), ki so si
med seboj enaki. Pri numeričnem simuliranju lahko pričakujemo tako popolne kot delne
invaginacije.
primerljivo prostornino na dolžinsko enoto dV/dl. Polnilno razmerje bi definirali
kot razmerje odvodov
η =
dVn/dl
dVz/dl
, (4.1)
kjer sta Vn in Vz prostornini notranjega oziroma zunanjega vezikla. Pri večji povr-
šini notranje membrane bi se ta uvihala. S sistematičnim pregledom bi lahko kva-
lificirali vpliv parametrov problema. V limiti η → 1 bi nastale invaginacije lahko
opisali na podoben način kot v primeru ograjenih veziklov. Prav tako bi lahko
definirali reducirano razliko površin ∆a in ravnovesno reducirano razliko površin
∆a0 ter preučili njun vpliv na obliko sten. Tak pristop dopolnjuje prej opisanega,
saj se realnejšemu modelu mitohondrija bližamo iz različnih skrajnosti, kar nudi
določeno širino obravnave.
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Nadalje bi lahko v model vpeljali adhezijo med posameznimi membranskimi
odseki, katere energijski prispevek opišemo z
wa = −ΓAc, (4.2)
kjer je Γ jakost adhezije in Ac površina stične ploskve. Na primeru dveh prostih ve-
ziklov s površino A0 z dodano adhezijo so odkrili [29], da preide njun agregat v limiti
Γ→∞ v sferično obliko s sigmoidno stično ploskvijo pri reducirani prostornini, ki
je manjša od ≈ 0.77 (slika 4.4). Tudi v tem primeru imamo dva nasprotujoča si
Slika 4.4: Reducirana stična površina ac = Ac/A0 kot funkcija reducirane prostornine
veziklov v dubletu [29]. Preseki dubleta kažejo, kako se spreminja oblika v odvisnosti od
reducirane prostornine pri dveh različnih oblikah. Točka prehoda je označena s puščico.
Zaradi večje stične ploskve je pri v < 0.77 ugodnejši sigmoidni stik.
energijska prispevka. Adhezijski prispevek sili vezikel v obliko z veliko stično plo-
skvijo in veliko upogibno energijo. V našem modelu bi lahko vpeljali adhezijo med
posameznimi odseki iste membrane notranjega vezikla ali med notranjo in zunanjo
membrano. Tak model bi se še dodatno približal dejanski membrani mitohondrija,
saj je ta polna dodatnih funkcionalnih makromolekul, ki lahko delujejo adhezijsko.
Poleg tega je lahko adhezijski prispevek posledica van der Waalsove, elektrosta-
tične in deplecijske sile. V nekem smislu sta si polnilno razmerje ter model vezikla
z adhezijskmi površinami sorodna, saj oba vodita h kompleksnim oblikam vezikla.
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Dodatek A
Veljavnost približka
Točen izračun oblik je težaven in omejen na oblike z visoko stopnjo simetrije. Zato
na primeru hemisferičnega ograjenega vezikla preverimo veljavnost izpeljanih iz-
razov. V nadaljevanju je izpeljava zgolj povzeta, saj je podroben potek predolg.
Zaradi preglednosti je polmer krogle 1 in vse razdalje realna števila (slika A.1).
rR0 α
1
r1  r
Slika A.1: Parametrizacija in definicija razdalj k točnemu izračunu geometrijskih para-
metrov oblike. Izračunana ekvatorialna oblika CC ima polmer robov r = 0.3.
Predpostavimo, da sta oba predelka vezikla enaka in ju deli okrogla ravna stena.
Polnilno razmerje oblike CC je η = 1 − 3∆V/4pi, zato izračunamo prostorninski
defekt roba. Polnilno razmerje je
η(r) = 1− 3
∫ r/(1−r)
0
dz
∫ ρmax
ρmin
ρdρ, (A.1)
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kjer sta ρmin =
√
1− 2r+√2rz − z2 in ρmax =
√
1− z2. Integral lahko izračunamo,
a je rezultat nepregleden. Ob pomoči funkcije Series iz programskega paketa
Mathematica lahko enačbo (A.1) razvijemo do prvega reda:
η ≈ 1− 3
(
1− pi
4
)
r2 +O(r5/2). (A.2)
Potek točnega in približnega izračuna prikaže slika A.2a. Enak približen izraz lahko
izpeljemo preko enačbe (2.26), če vzamemo, da je Azr = 2(1 − pi/4). Upogibna
wη
ηr
0.900 1
(a) (b)
Slika A.2: Točen [polna črta; enačba (A.1)] in približen potek [prekinjena črta;
enačba (A.2)] ekvatorialne oblike CC (a). Ujemanje je dobro za majhne vrednosti r.
S polno črto je označen točen potek upogibne energije (b), ki se dobro ujema s približnim
(prekinjena črta). Vidna je divergenca pri η = 1. Na obeh slikah je prikazana oblika CC
pri r = 0.2.
energija je seštevek
wb = w
e
b + w
c
b, (A.3)
upogibne energije obeh krogelnih kapic wcb in dveh krožnih ekvatorialnih robov web .
Energija robov je
web(r) =
1
4
∫ α
0
(
sinϕ
R0 + r sinϕ
+
1
r
)2
dA
dϕ
dϕ, (A.4)
kjer je dA/dϕ = r(R0 + r sinϕ), α = pi/2 + arcsin
(
r/(1 − r)) in R0 = √1− 2r.
Upogibna energija krogelnih kapic je
wcb(r) = 1− cos
(
arcsin
r
1− r
)
. (A.5)
Enačbo (A.3) razvijemo v Laurentovo vrsto po r in dobimo wb ≈ pi/8r + O(r0).
Enak rezultat dobimo, če izračunamo upogibno energijo roba preko enačbe (2.35),
v kateri upoštevamo, da je značilna razdalja Rs =
√
3/2 in reducirana dolžina roba
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`+ = 2pi
√
2/
√
3. Isti izraz dobimo, če vstavimo točen izraz za polnilno razmerje v
enačbo (2.37) in izraz ponovno razvijemo v Laurentovo vrsto. Primerjava krivulj
je na sliki A.2b.
Za točen izračun reducirane razlike površin potrebujemo površino vezikla A:
A(r) = 4pi
[
R20
2
+
∫ 1
f(α)
d(cos θ) +
∫ α
0
dA
dϕ
dϕ
]
, (A.6)
kjer je f(α) = cos(pi − α). Razlika površin monoslojev
∆A(r) = ∆Ac + ∆Ae (A.7)
je seštevek prispevkov kapic ∆Ac in robov ∆Ae. Izračun preko enačbe (1.4) da
∆Ac(r) = 8pih[1− f(α)] (A.8)
in
∆Ae(r) = 4pih{2r[1− f(α)] +R0α}. (A.9)
Rezultat ∆A zapišemo v reducirani obliki preko enačbe (1.5). Točen rezultat nato
razvijemo v vrsto po r in dobimo
∆(r) ≈ 4 + pi
2
√
6
+
28− pi(6 + pi)
12
√
6︸ ︷︷ ︸
ξ≈−0.02
r +O(r2). (A.10)
Prvi člen se natanko ujema z enačbo (2.17), če upoštevamo, da je Rs =
√
3/2
in `+ = 2pi
√
2/
√
3 oziroma z izrazom za ekvatorialno obliko CC [enačba 3.4)].
Opazimo, da je utež ξ pred linearnim členom majhna, in zato ta člen v naši analizi
zanemarimo.
Kljub predpostavkam vidimo, da model dobro deluje. Lahko si predstavljamo,
da so v razdelku 2 izpeljane formule sistematično urejeni potenčni razvoji točnih
izrazov, ki dobro veljajo v limiti tesne ograditve.
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Dodatek B
Algoritem ADE
Numerični izračun faznega diagrama poteka v več korakih. Pričnemo z določitvijo
parametrov faznega diagrama, torej polnilnega razmerja η, reducirane nelokalne
upogibne konstante q ter zgornjih in spodnjih mej za reducirano prostornino vmax in
vmin ter reducirano razliko ravnovesnih površin ∆a0max in ∆a0min. Izberemo si število
korakov kv in k∆a0 oziroma določimo ločljivost obeh koordinat faznega diagrama
δv = (vmax − vmin)/(kv − 1) in δ∆a0 = (∆a0max − ∆a0min)/(k∆a0 − 1), kar določa,
kako gladke bodo separatrise.
Program potrebuje tabeli, v katerih hranimo diskretne vrednosti obeh interva-
lov, ki jih izračunamo z
vi = vmax + (i− 1)δv, in ∆aj0 = ∆amin + (1− j)δ∆a0, (B.1)
kjer i in j označujeta mesto v tabeli. Nadaljnji postopek je različen za eno- in
dvoparametrične oblike.
B.1 Enoparametrične oblike
Enoparametrična oblika je enolično določena z vrednostjo reducirane prostornine
v. Če funkcija ∆a(v) ni bijektivna, razdelimo definicijsko območje na dve (ali več)
območij, kjer je bijektivna. Algoritmu podamo parametrične funkcije v(ξ) za vse
predstavljene oblike. Nekatere funkcije so dovolj enostavne, da lahko poiščemo
analitično izražen obrat ξ(v) = v−1(ξ). Kompleksnejše oblike terjajo numerično
reševanje enačbe, pri čemer si pomagamo s pestrim naborom numeričnih orodij
iz programskega paketa Mathematica. Ko izračunamo vrednost parametra ξ
pri danem v, izračunamo ∆a
(
ξ(v)
)
in upogibno energijo wb
(
ξ(v)
)
za posamezne
oblike [enačba (2.37)]. Posamezni obliki pripada energijska ploskev wob(i, j), katere
diskretne točke (i, j) v prostoru (∆a0, v) izračunamo kot:
wob(i, j) = wb
(
ξ(vi)
)
+ q
[
∆aj0 −∆a
(
ξ(vi)
)]2
, (B.2)
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kjer smo upoštevali enačbi (B.1). Algoritem v primeru, da inverz ξ(v) vrne nesmi-
selno rešitev (denimo, da je ξ ∈ C oziroma da je ξ izven definicijskega območja)
dodeli točki wob(i, j) vrednost ∞num, torej vrednost, ki je mnogo večja od tipične
vrednosti wob – v našem primeru velja ∞num = 1000. S tem je oblika relevantna
zgolj v svojem območju.
B.2 Dvoparametrične oblike
Dvoparametrične oblike so računsko zahtevnejše, saj upogibna energija in razlika
površin nista enolično določeni z vrednostjo reduciranega volumna v. Naj veljata
za dvoparametrično obliko enačbi v = v(ξ, z) in ∆a = ∆a(ξ, z). Obe spremen-
ljivki imata določeni definicijski območji, tako da sta ξ ∈ [ξmin, ξmax] = X in
z ∈ [zmin, zmax] = Z. Pri danem v lahko poiščemo funkcijo z = z(ξ, v), kar vča-
sih terja numerično reševanje. Pomembno je, da velja z ∈ Z pri nekem ξ, kar
preprosto pomeni, da se definicijsko območje X skrči v tolikšni meri, da inverz
z = z(ξ, v) slika z v interval Z. Zožitev se kaže kot X (v) = [ξmin(v), ξmax(v)], kjer
velja zmin = z
(
ξmin(v), v
)
. Predpostavili smo, da je z(ξ, v) bijektivna in monotono
naraščajoča, kar pomeni, da je spodnja meja Z funkcija spodnje meje X in analo-
gno za zgornjo mejo. Če funkcija ni globalno bijektivna, jo razdelimo na bijektivne
odseke. Pri krčitvi X se lahko zoži tudi interval Z˜ ⊆ Z. V nadaljevanju označimo
Z˜ z Z. Iskanje ploskve minimalne energijo smo s tem prevedli na iskanje minimalne
zmin
zmaxz
0 0 1 2
Slika B.1: Praktičen primer krčitve intervalov X in Z v primeru oblike U′. Ker moramo
zadostiti vezi v ≈ 0.7 pri η = 0.9, velja X ≈ [0.8, 2] in Z ≈ [0, 0.8]. Obe meji imata zelo
intuitivno predstavo: če je z = 0, je invaginacija delna (vstavljena slika), če pa je ξ = 2,
je invaginacija popolna in se nahaja na oddaljenosti z = 0.8 od ekvatorialne ravnine.
vrednosti enoparametrične funkcije wIIob na intervalu X (v), kjer je
wIIob = wb
(
ξ, z(ξ, v), v
)
+ wADE
(
ξ, z(ξ, v), v
)
, (B.3)
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in nadpisani indeks II označuje dvoparametrično funkcijo. Minimizacija poteče ob
fiksni vrednosti v in ∆a0. Enačba (B.3) je lahko zelo razgibana in onemogoča ana-
litično rešitev. Numerična minimizacija z uporabo vgrajenih funkcij NMinimize
oziroma FindMinimum programskega paketa Mathematica je počasna, saj se
nemalokrat zgodi, da se minimum nahaja na enem izmed robov intervala. Ker
podamo programu meje intervala, se jim minimizacijski algoritmi izognejo. Kot
primer povejmo, da določeni algoritmi bližino meje “kaznujejo” s funkcijami, ka-
terih vrednost hitro naraste v bližini mej, npr. z Gaussovo funkcijo f(t, σ, µ) =
exp
(−(t− µ)2/2σ2)/σ√2pi in σ →∞ na robu intervala µ. V takem primeru nara-
ste število interacij, saj algoritem ne zdrsne v pravi minimum, čeprav odvodi kažejo
v pravo smer.
Za učinkovito metodo iskanja najnižje vrednosti se izkaže zelo preprost posto-
pek. Interval X (v) razdelimo na k ekvidistantnih točk, ki jih nanizamo v vektor
x. V programu tvorimo operator Hˆ(v,∆a0), ki izračuna energijo oblike preko
enačbe (B.3). Vektor energij sestavimo iz k točk intervala X (v) preko delovanja
operatorja na vektor točk x:
E = Hˆ(v,∆a0)x. (B.4)
Z zapisom smo poudarili, da program vzporedno izvede več operacij. Med izra-
čunanimi energijami poiščemo najmanjšo Emin = min(E), kar je približno enako
minimumu v točki (v,∆a0). Prikaz poteka E je na sliki B.2.
w
k04.8
5.8
Slika B.2: Pretirano groba diskretizirana energijska funkcija [enačba (B.4)] z izbranim
k = 20. Opazimo minimum pri k = 9 (puščica). Parametri so v ≈ 0.7, ∆a0 ≈ 0.17 in
η = 0.9.
Eventuelno lahko določimo tudi vrednost parametra ξ, pri katerem doseže funk-
cija minimum. Če izberemo dovolj fino delitev intervala z dovolj velikim k, je odsto-
panje majhno. Napako lahko ocenimo, saj je napaka parametra navzgor omejena
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s korakom delitve σξ ≈ (ξmax − ξmin)/k. Nedoločenost energije je približno soraz-
merna z drugim odvodom in kvadratom napake parametra: σE ∝ (∂2E/∂ξ2)σ2ξ .
Tabelo minimalnih vrednosti energij tvorimo s predpisom:
wob(i, j) = min
(
Hˆ(vi,∆a
j
0)x
∣∣
X (vi)
)
, (B.5)
kjer smo s X (vi) poudarili spremenjeno definicijsko območje parametra ξ. Tak
postopek je časovno učinkovitejši kot raba kompleksnejših gradientno vpetih metod.
Nekaj računskega časa privarčujemo tudi tako, da izven pričakovanega oziroma
smiselnega dela prostora (v,∆a0), ki ga označimo z D, pripišemo vrednost ∞num,
kar zapišemo
wob(i, j) =
{
min
(
Hˆ(vi,∆a
j
0)x
∣∣
X (vi)
)
, (v,∆a0) ∈ D
∞num, (v,∆a0) /∈ D
. (B.6)
Izbiro območja D moramo opraviti tako, da naši rezultati niso odvisni od parame-
trov. Primer prikazuje slika B.3.
i
j
w
Slika B.3: Ploskev minimalnih energij, izračunana za obliko U′. Koordinati i in j označu-
jeta indeks točke iz diskretiziranega prostora (v,∆a0), navpična os w pa energijo. Opazna
je ostra stopnica, ko algoritem prestopi meje D;∞num je tu postavljena na 10 zaradi bolj-
šega prikaza. Gladkost je dosežena z dovolj fino delitvijo intervalov.
B.3 O vrednotenju diagrama
Z obema postopkoma izračunamo energijske ploskve posameznih oblik. Obmo-
čja stabilnosti posameznih oblik določimo s primerjavo energij oblik v posamezni
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točki (v,∆a0) – oblika z najnižjo vrednostjo energije bo osnovno stanje ograje-
nega vezikla. Imejmo množico energijskih ploskevW , katere elementWij je vektor
energij
Wij =
(
w1ob(i, j), . . . , w
r
ob(i, j), . . .
)
, (B.7)
kjer nadpisani indeks r označuje obliko – indeksi oblik so zbrani v tabeli B.1.
Posameznemu elementu Wij priredimo indeks oblike z najnižjo energijo in na ta
oblike
ime oznaka indeks kategorija
dvojni stomatocit DS 1 I
invaginirani diskocit D 2 II
invaginirani dvojni diskocit D2 3 III
premaknjena oblika U U 4 IV
cap-cap CC 5 V
dolinasta cap-cap V 6 V
parabolična cap-cap P 7 V
sedlasta cap-cap S 8 V
cap-cap-sphere CCS 9 VI
dvojna cap-cap DCC 10 VI
triklin, veja I TS1 11 VI
triklin, veja II TS2 11/12 VI
Tabela B.1: Imena oblik s črkovnimi oznakami, r indeksi in kategorijami oblik. Oblike so
razvrščene v kategorije po podobnosti; kategorije I-IV so posebne, kategorija V združuje
dvopredelčne oblike in kategorija VI oblike s tremi predelki. Triklin je razdeljen na dve
veji, saj preslikava v → ∆a ni bijektivna. Posamezni veji sta bijektivni na skrčenih
definicijskih območjih. Druga veja ima dva možna indeksa 11 in 12; če nas zanima
globalno območje stabilnosti triklina, izberemo za drugo vejo indeks 11.
način tvorimo novo množico F . Element Fij pove, katera oblika je osnovna v dani
točki. S tabelo B.1 lahko izrišemo fazni diagram z ozirom na kategorije oblik.
Posameznemu indeksu/kategoriji pripišemo barvo in lahko narišemo ADE fazni
diagram oziroma kategorični ADE fazni diagram. Ko vemo, katera oblika ima
najnižjo energijo, lahko vsaki točki pripišemo vrednost ∆a in opazujemo potek
∆a(∆a0) pri določeni vrednosti v.
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